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^orliegenbe 2lrbeit grünbct fid^ auf langjäl^rigc ©rfai^rungen, bic 
bcr SSerfajfer bei ©rtcifung beö Unterrid^tö in ©tcrcomctric am l^iefigcn 
©pmnaftum getoonncn \)at ©ie ift in crfter Sinic für bic SBcbürfniffc bcr 
©d^ülcr l^öl^crer Scl^ranftaltcn gefd^ricbcn. ^I^öbefonberc fott fic bcn ©d^fllcr 
oon fd^riftlid^cn arbeiten fo weit als möglid^ entlaften, um bcn igaupttcit 
bcr für bicfeö Untcrrid^töfad^ üorgef eigenen ^tit auf baö 3^i^^^"r ^^^ 
üorjüglid^ftc Hilfsmittel für bic ©rroedung räumlid^cr Slnfd^auung, ücr^ 
TOcnbcn }u fönncn. 

33er SBerfaffer war beftrebt, baö üielfad^ in neuefter Qtit ju ©unften 
bcr algebraifd^en 3led^nung äurüdgcbrdngtc geometrifd^e 3Komcnt roieber 
mcl^r jur ©citung ju bringen ; benn bic Hauptaufgabe bcr ©tereometrie ift 
unb bleibt bic Pflege räumlid^er SKnfd^auung. ©o ermeift fid^ u. a. bie 
©tereometrie ba t)or allem, mo nur elementar matl^ematifd^e Äenntniffe 
t)orauögefe|t merben bürfen, mie bei bcn ©pmnafien, als ganj befonberä 
geeignet, in bie Seiire von bcn Äegelfd^nitten cinjufül^rcn , eine aufgäbe, 
bcr jid^ baö moberne ©pmnafium auf bie ®auer nid^t mirb länger ent^ 
jiel^en fönncn. 

35ie arbeit umfaßt fieben 2lbfd^nitte. 3!n bcn brei erften merben bie 
allgemeinen unb befonberen Sagent)erl^ältniffe t)on 5ßunft, ©crabc unb ßbene 
befprod^en, abfd^liefeenb mit einer Einleitung in hie 3Retl^obe bcr barfteßenben 
©eometric, bcr merte l^anbelt von bcn natürlid^ üorfommcnben SBielfläd^nern, 
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ben Ärpftattcn, bcr fünfte von ben SBesiel^ungen bcr Äuget unb il^rem 
3entralftral^lenbünbef, ber fed^fte von ben Umbrel^ungöfläd^en unb ber fiebente 
befd^äftigt fi(| mit ben Sered^nungen t)on Dberffäd^en unb aiauniinl^alten 
von Äörpem, tnöbefonbere aud^ mit 3lufgaben über SKajima unb aJUnima. 
3um befferen 5ßerftänbniö f omie jur Uebung finben fid^ an geeigneter 
©teile in aSerbinbung mit ber S^^eorie jal)lreid^e 33eifpiele unb Slufgaben. 

^eitfßngen, im Sfpril 1900. 

3n J^Brfapr. 



Zn^att, 
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JUgemriitf lagmlifiirliitigrii {mifilfrit brtt (Sniit)i0rlitl)irii. 



1. S)ie ©tcrcomctric bilbct bcn grunblcgcnben Xtxl ber ©comctric bcS 
3laumeg. Sie f}anbclt von ben SScjtcl^ungcn bcr brct ©tunbgcbilbc — $unft, 
©crabc, 66enc — in beliebiger Sage im dtaum unb beftimmt bie ©igenfd^aften 
izx t)on il^nen etjeugten räumlid^en Oebilbe (tö oTepeov ba§ fjefte, fiexpeiv tneffen), 
TDä^renb bie Planimetrie nur bie beiben erften ©runbgebilbe , ben ^unft unb 
"bie ©erabe, nebft beren geometrifdien ©rjeugniffen , unter ber SorauSfe^ung ber 
befonberen Sage in einer (Sbtm, in ben Äreiä i^rer Setrad^tungen ijie^t. 2)ie 
Slbleitung ber räumlid^ geometrifdien SSegiel^ungen ftü^t ftd^ auf bie ©ä|e ber 
ebenen ©eometrie. 5Rur bie ßbene geftattet ben uneingefd^ränften ©ebraudd t)on 
Sineal unb 3irf^l- ^Ran f)at ba^er bei ftereometrif4ien ßntroidfelungen, ba aud^ 
im 3laum bie 3«i^«wngen nur auf einer ftarren Unterlage auSgefül^rt werben 
fönnen, ftetö juerft eine S^i^^u^Ö^^^ßwc l^erjuftellen bejm. fid^ eine fold^e l^er^^ 
geftellt ju benfen. 

2, 2)ie ®bene l§at bie (Sigenfdjaft, ba^ fid^ in xf)X nad) il^ren fämtlid^en 
Sluäbel^nungen (3)imenftonen) ^arattelenfd^aren t)on ©eraben jiel^en faffen. ©inb 
iux6) jroei beliebige ©erabe g unb h einer ®bene groei il^rer 2luäbel^nungen feft; 
gelegt, fo finb burd^ bie unenblid^ fielen Serbin- 

bungSgeraben je jmeier ^ßunlte jener ©eraben fämts 5iö- 1- 

lid^e anberen SluSbel^nungen ber 6bene beftimmt: 

3)ie (gbene ift bal^er biejenige ^läd^e, bie fid^ 
in allen il^ren Xeilen nad^ benfelben jmei ^aupts 
iimenfionen erftrerft. 

©auerbed, Stereometrie. 




2 Slttgemcittc Sagenbcjiel^unöen ätoifd^en ben ©runbgebilbcn. 

3. SJcmnacl^ lann man fid^ eine 6knc ctjcugt beulen, baburd^ ba^ t)ott 
groci fid^ fdS)neibenben ©eraben - .: 

a) bie eine, um einen il^rer fünfte fid^ brel^enb, an ber anbeten l^ingleitet,. 

b) bie eine, fid^ felbft paraffet, löngS ber anberen fortgleitet, b. f), fid^ um 
il^ren unenblid^ fernen ^unlt brel^t. 

35ie Ebene ift fomit einbeutig beftimmt 

a) burd^ jroei fid^ fd^neibenbe ®erabe (Sd^nittpunft im ©nblid^en), 

b) burd^ jroei parallele ®erabe (©d^nittpunft im Unenblid^en), 

c) burd^ eine ©erabe unb einen ^unft au^erl^alb, 

d) burd^ brei nid^t in einer ©eraben liegenbe fünfte, bal^er 

©a^: 35ie 6bene ift burd^ brei t)oneinanber unabl^ängige Sebingungem 
einbeutig beftimmt. 

4. 35a fid^ bie @bene ftetig burd^ ben unbegrenzten Slaum erftredt, itn 
fie in gmei §älften teilt, womit gugleid^ bie breifad^e SluSbel^nung beä 3laume& 
auögefprod^en ift, fo mu^ fie t)on jeber anberen Ebene nad^ einer fteten Sinie 
gefd^nitten werben. aSerbinbet man groei unenblid^ benad^barte ^ßunlte biefer 
©d^nittlinie burd^ eine ©erabe, fo fann biefelbe alä eine gemeinfd^aftlid^e ^aupts^ 
bimenfion betrad^tet werben, nad^ ber beibe Ebenen fid^ auöbel^nen, bal^er 

@a|: SvDtx Ebenen fd^neiben fid^ ftetS in einer ©eraben. ©ie entl^ält 
bie gemeinfd^aftlid^en fünfte beiber Ebenen. 

5. 35a alle ©eraben einer Ebene fid^ fd^neiben (parallele im Unenblid^en),. 
fo wirb aud^ bie ©d^nittgerabe jweier Ebenen, ba fie in beiben Ebenen liegt,, 
oon fämtlid^en ©eraben beiber Ebenen gefd^nitten, bal^er 

©a|: ©ämtlid^e ©eraben einer Ebene fd^neiben eine beliebige anbere Ebene 
in 5ßunlten ber gemeinfd^aftlid^en ©d^nittgeraben beiber Ebenen. 

©a$: ^tit Ebene wirb oon jeber beliebigen ©eraben beg 3laumeS in 
einem 5ßunlt gefd^nitten, 

benn legt man burd^ bie ©erabe eine beliebige Ebene, weld^e mit ber geg. 
eine ©d^nittgerabe erzeugt, fo ift ber ©d^nittpunft le^terer mit ber geg. 
©eraben ber gefud^te ^nntt. 

6. 33etrad^tet man eine ©erabe alö ©d^nittgerabe jmeier Ebenen unb V, 
fo ift ber ©d^nittpunft biefer ©eraben mit einer beliebigen britten Ebene ^ 
ein allen brei Ebenen gemeinfamer $unft; oon il^m laufen jugleid; bie beiben 
©d^nittgeraben au§, bie unb 'f mit 2 erzeugen, bal^er 

©a^: 35rei Ebenen fd^neiben ftd^ in einem $unft, bem ©d^nittpunft il^rer 
brei ©d^nittgeraben. 
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$efe| bex "Pnatii&f ober ^tiiptoiit&i int "^aum. 

7. 33ci naiverer Setrad^tung bcr feitl^crigcn (Srgebniffc bcjüglici^ bcr Sage 
ber brci ©runbgebilbc jcigt fid^, ba§ gegenüber t)on $unft unb ©Bene bte (Serabe 
eine 5IRttteIfteIlung im 9taum einnimmt. ®ie geometrifd^en ©ebilbe, bie jte afö 
beroeglid^eä Orunbgebilbe erjeugt, lann man fid^ ebenfo gut burd^ Seroegung 

eines ^unftä alä einer 66ene 

erjeugt benfen, benn bie (Serabe Bilbet forool^l 

bie SSerbinbung groeier 5ßun!te al§ ben Sd^nitt jroeier ®benen. 

@ä gibt alfo ftetä jroei forrelatitje ober rejiprofe (bualiftifd^e) geometrifd^e 
Srten ber ®rjeugung räumlid^er ©ebilbe unb ber 3lbleitung il^rer (Sigenfd^aften 
au§ ben rejiprofen ©ebilben 5PunIt unb ßbene: ®efe^ ber Qualität ober SReji-- 
progität. 

8. 3)ie aSertaufd^ung ber ©runbgebilbe 5ßunlt unb ®bene liefert folgenbe 
regiprole ©ä^e: 

3roci 5ßunlte beftimmen eine ©e- S^ti ©benen beftimmen eine ©e= 

rabc, il^re 35erbinbung§gerabe. rabe, il^re ©c^nittgerabe. 

®ine ©erabe unb ein ^unft au^er-- ßine ©erabe unb eine (Sbcne be^ 

l^alb beftimmen eine Q^btm. ftimmen einen ^unft. 

®rei fünfte beftimmen eine (Sbene. ®rei Ebenen beftimmen einen 5ßunft. 

3mei fid^ fd^neibenbe ©erabe be* S^^ei fid^ fd^neibenbe ©erabe be^ 

ftimmen eine ®bene. ftimmen einen ^unft. 

§aben jroei ©erabe feinen 5|Sunft gemein, fo l^aben fie aud^ feine ®bene 
gemein, ©old^e ©erabe l^ei^en minbfd^ief. 

9. 2)ie ©erabe ift fid^ felbft rejiprof. ©ie fann betrad^tet werben ate 
S^rägerin ber unenblid^ oielen 

auf il^r liegenben fünfte: burd^ fie gel^enben ßbenen: 

^unftrei^e. ®benenbüfd^el. 

SJerbinbe biefelben burd^ ©erabe mit ©d^neibe bagfelbe burd^ eine beliebige 

einem $unft au^erl^alb, fo entfielet ein QUnt, fo entftel^t ein ©tral^Ienbüfd^el in 

©tral^lenbüfc^el burd^ ben ^unft in ber ber ßbene burd^ ben burd^ ®htm unb 

burd^ 5ßunft unb ©erabe beftimmten ©erabe beftimmten ^ßunft. 
ebene. 

10. ®iefeS ©efe^ bietet jugleid^ ein mid^tigeä JgilfSmittel für bie Söfung 
oon Slufgaben ber Sage, infofem alä 

1. bie Söfung ber rejiprofen Slufgabe, bie mand^mal weniger fd^mierig ift, 
burd^ aSertaufd^ung ber rejiprofen Segriffe bie Söfung ber urfprüng* 
ticken Slufgabe ergiebt. 



SlKgcmeinc Sagcnbeaie^ungcn jtoifd^cn ben @cunbge5ilben. 



2. jroci perfd^iebene rej^tprofc Söfungen einer unb berfelben Slufgabe fid^ 
ergeben, falls bie Segriffe ^unft unb @6ene in fpmmetrifc^er SBeife 
Dorlommen. 



Seifpiel: ^nxd) einen ^jSunft eine 
®erabe ju jiel^en, bie groei beliebige 
winbfd^iefe ©erabe fd^neibet. 

1. Sege burd^ ben geg. ^unft P unb 
jebe ber beiben ©eraben eine (Sbene, fo ift 
beren ©c^nittgerabe bie gefuc^te ©erabe 
i%iQ- 2). 

5ig. 2. 




2. Sege burd^ ben 5ßunlt unb bie 
eine ©erabe g eine Sbene, fo ift il)r 
6d^nittpun!t Q mit ber anberen ©e- 
raben mit bem geg. $unft ju ©erbinben 

1.4). 

gig. 4. 




SSeifpiel: ^n einer ®bene eine ©e^ 
rabe ju jiel^en, bie jroei beliebige winb- 
fdjiefe ©erabe fd^neibet. 

1. Scftimme bie ©d^nittpunfte P 
unb Q ber ©eraben mit ber 6bene, fo 
ift il^re 3Serbinbungägerabe bie gefud^te 
©erabe (gig. 3). 




2. Seftimme ben ©d^nittpunlt P ber 
einen ©eraben g mit ber (Sbene. Sege 
burd^ il^n unb bie anbere ©erabe eine 
6benc, fo ift il^re ©d^nittgerabe x mit ber 
geg. 6bene bie gefud^te ©erabe @ig. 5). 

Sig. 5. 




©id^ felbft rejipro! ift bie 2lufgabe: 6ine ©erabe gu giel^en, bie brei minb^ 
fd^iefe ©erabe fd^neibet. 

SBäl^le auf ber einen ©eraben einen Sege burd^ bie eine ©erabe eine be^ 

beliebigen ^unft, fo ift burd^ biefen eine liebige 6bene, fo ift in berfelben eine 

©erabe ju jiel^en, bie bie beiben anberen ©erabe gu jiel^en, meldte bie jroei anberen 

©eraben f(^neibet. ©eraben fd^neibet. 



Slffgcmeine Sagenbejicl^ungen ^wifd^en ben ©runbgcbilbcn. 5 

11. S)er Setpciä folgcnben ©a^c§ gcfd^icl^t nad^ bem ^ringip bct 2)ualität 
am cinf ad^ften, inbem man jut)or ben bualiftifd^cn Scroctö rcd^tö fül^rt: 

38icr (SBcncn T J $ ^^ ftnb gegeben; 3Sier ^ßunlte CDPQ finb gegeben; 

wenn fic^ bie beiben ©d^nittgeraben jT J wenn fxä) bie (Seraben CD unb PQ 

unb 0H^ fd^netben, fo gelten bie t)ier fd^neiben, fo liegen bie t)ier ^Punfte in 

©benen burd^ benfelben ^unft, folglid^ einer ßbene, folglid^ fd^neiben fic^ aud^ 

f d^neiben fid^ auc^ bie ©eraben J unb bie ©eraben D P unb C Q, ebenfo C P 

r % ebenfo an^ T unb J V. unb D Q. 

©eSgleid^en folgenben ©a^: 

2Benn eine beliebige 2lnjal^I t)on ©e^ SBenn eine beliebige Slnjal^l t)on ©e^ 

raben ftd^ paarroeife fd^neiben unb nid^t raben fid^ paarroeife fd^neiben unb nid^t 

in berfelben @bene liegen, fo gelten jte burd^ benfelben ^ßunft gelten, fo liegen 

dlle burd^ benfelben ^unlt unb bilben ein fie atte in einer ®bene: 

Stral^Ienbünbel. Stra^(en5(©eraben5)®bene. 

Wan lann auf f äffen: 

ben 5Punft alö S^räger ber unenblid^ bie @bene afe 2^rägerin ber unenblid^ 

vid inxdS) xf)n gel^enben ©eraben unb ©ielen in il^r liegenben ©eraben unb 

©benen, b. f). aU S^räger eineö ©traf)Ien= ^ßunfte, b. f), aU ©eraben^ ober ^ßunft^ 

ober (Sbenenbünbelg. ebene. 

2)a§ Sünbel ift alfo eine SSiel^eit l^öl^erer Drbnung aU baS 33üfd^el. 



§<^ntit bt$ ^ixat^ttniünM$ bnxd^ §ttntn. ^tnixatpxoieUion. 

^txfpeMii^e im ^anm. 

12. ©in ©tral^Ienbünbel entfielet, mzm ein ©egenftanb t)om 2lugc als 
5WitteIpunft au§ projiziert rairb. Wlan l^at fid^ baä 3luge mit jebem $un!t beS 
©egenftanbä burd^ eine ©erabe, mit jeber ©eraben beä ©egenftanbä burd^ eine 
Ebene t)erbunben ju benfen, benn jeber ^unlt be§ ©egenftanbä fenbet einen 
Sid^tftral^l , jebe ©erabe beSfelben eine Sid^tebene in baS Sluge. S^ber ©d^nitt 
biefeS aus ber ©efamtl^eit aller projijierenben ©tra^len unb ©benen beftel^enben 
©tral^Ien^ ober ©benenbünbels mit einer ©bene liefert ein S3ilb, bie fogen. 3^"- 
tralprojeftion, baS im Sefd^auer genau benfelben ©inbrudf erroedft, mie ber ©egen^ 
ftanb felbft. SebeS ebene gentralprojeftioe Silb eines ©egenftanbS fann als 
^ßrojeltion ober perfpeltioifd^eS S3ilb jebeS anberen, oom felben SJlittelpunft (3en= 
trum) aus entworfenen, betrad^tet werben. 

Smx, in beliebigen Silbebenen ^ unb 2!' liegenbe zentralprojeftit)e ober 
perfpeftioe Silber l^aben bal^er bie ©igenfd^aft: 

1. Sebem 5ßun!t beS einen SilbeS entfprid^t einbeutig ein ^Punft beS 
anberen. ©ntfpred^enbe fünfte finb bie ©d^nittpunlte eines Sid^tftral^lS 
mit beiben Silbebenen. 
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2. Scber (Scrabcn bcä einen Silbeä entfprid^t einbeutig eine ©erabe beä 
anbeten, ©ntfpred^enbe ©erabe finb bie ©d^nittgetaben bet Silbebenen 
mit einet ptojijietenben 66ene. 

3. 2)ie 3SetbinbungSgetaben entfpted^enbet fünfte gelten butd^ einen 5ßun!t, 
ben 5ßtojeItionSmittelpunft. 

4. 2)ie ©d^nittpunlte entfpted^enbet ©etaben liegen ouf einet ©etaben, 
bet ^ßtojeltionSad^fe. ©ie ift bie ©d^nittgetabe beibet Silbebenen, benn 
jebe ptojijietenbe ®bene fd^neibet bie beiben Silbebenen, nad^ bcm ©a^ 
übet ben ©d^nitt bteiet Sbenen, in jroei ©etaben, bie fid^ auf bet 
©d^nittgetaben bet Silbebenen tteffen muffen. 

5. 35ie 5ßunlte bet ^tojeftionSad^fe entfpted^en ftd^ felbft. 

3flan nennt bicfe ^ßetfpeltiüe aud^ SDlaletpetfpeftiDe obet fteie ^ßetfpeftioe. 
Siimmt man Silbet, bie butd) SznixalTpxoidtion etjeugt finb, au§ il^tet petfpef^ 
tit)en Sage, fo l^ei^en fie lollineat, ba bie ©igenfc^aften 1. unb 2. etl^alten 
bleiben. Äottineate Silbet fönnen felbfftebenb ftetä miebet in petfpeftioe Sage 
gebtad^t metben, man I)at nut ben 5ßtojeftionämitteIpunft unb bie 2ld^fe, and) 
ÄoHineationäjenttum unb ^ad^fe genannt, ju fud^en. 

^erft^eftfine in bet §ben€ in ^ed^fetbeixe^uni }tit ^exfpthtive im ^atmt. 

13. ^tojijiett man bie beiben, in t)etfd^iebenen @benen liegenben petfpef; 
tit)en Silbet -2* unb -2*' , beten 9Kittelpunft unb Slc^fe S unb s fein mögen, 
t)on einem anbeten SWittelpunft T auS butd^ bie ©ttal^Ienbünbel TJS* unb T^', 
fo liefett bet ©d^nitt leitetet mit einet neuen Silbebenc jroei nunmel^t in 
einet unb betfelben ßbene liegenbe petfpeftiue Silbet i2 unb ü', beten ^to- 
jeftionSmittelpunft S' bie ^tojeltion von S, beten Sld^fe s' bie ^tojeftion 
von s ift. 

@S ptojijieten fid^ von T auS: 

alle ©ttal^Ien butd^ S alä ßbenenbüfd^el alle fünfte auf s aU ©tta^Ienbüfd^el 
bet Sld^fe TS; in @bene (Ts); 

jmei auf einem ©ttal^I u t)on S aug jroei in einem ^unft U auf s fid^ 

liegenbe jugeotbnete5ßunftein-2'unb-2* fd^neibenbe jugeotbnete ©etabe von 2! 

alö ^mei jugeotbnete, in einet (Sbene (Tu) unb 2' als jmei jugeotbnete, butd^ eine 

be§ ebenenbüfd^elS bet aid^fe T S liegenbe ©etabe TU be§ ©ttal^lenbüfd^elä bet 

©ttal^len. (Sbtm (Ts) ge^enbe ßbenen. 

35al^et fd^neibet eine (Sbtm 0: 

entfpted^enbe ©ttal^len in ?Punften, beten entfpted^enbe ßbenen nad) ©ttal^len, 

SetbinbungSgetabe butd^ einen ^ßunft, beten ©d^nittpunfte auf einet ©etaben, 

ben ©d^nittpunft bet (Sbene mit bem bet ©d^nittgetaben bet ®bene mit bet 

ptojijietenben ©ttal^l TS, gelten; ptojigietenben 6bene (Ts), liegen; 

b. 1^. ijmei in einet (^btnt liegenbe, einbeutig gugeotbnete Silbet ß unb ß' finb 
petfpeftit), menn 
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"bic 3Scr6inbutig§gcrabcn cntfptcd^cnber bic ©d^nittpunftc cntfprcd^cnbcr ©ctabcn 
"^unltc burd^ einen 5ßunft, ben ^rojel'- auf einer ©eraben, ber ^rojeltionSacl^fe, 
tionSmittelpunIt, gelten. liegen. 

Steift man perfpeftioe Silber, bie räumlid^ in t)erfc^iebenen (SBenen liegen, 
in ber S^\(S)nvinQ^tbmt bar, fo (äffen fid^ biefetten bemnad^ gerabeju aud^ als 
perfpeltit)e Silber ber tbentn ©eometrie Betrachten, ©amtliche @igenfd^aften ber 
Täumlid^en ^erfpeltiüe lönnen bal^er entfpred^enb für bie ebene ©eometrie 
gebeutet werben. 

Sugleid^ folgt, ba^ in ber Ebene bie ®erabe unb ber ^unft re|\iproIe 
Oebilbe barfteHen. 

14. 3»^^^ i^ß^ beiben Sagenbebingungen perfpeftitjer Silber: 

35ie SerbinbungSgeraben entfprec^en-- 3)ie ©d^nittpunlte entfpred^enber 

"ber fünfte gelten burd^ einen ?Punft, ©eraben liegen auf einer ©eraben, 

bebingt bie anbere. 

1. Seroeiö mittete beä 35uaIitätSpringipä. 

2. Seroeiö mit §ilfe t)om 



©a^ beä 35eäargue§: 

Siegen jroei S)reiedfe im Slaum fo, 
"bafe bie SSerbinbungägeraben entfpred^en= 
"ber (Sdfen burd^ einen ^unft gelten, fo 
liegen bie ©dinittpunite entfpred^enber 
©eiten auf einer ©eraben. 

Seroeis beS linfäfeitigen Xeilä: 
35ie brei 5Paare gugeorbncter 2)reietffeiten 
liegen in ben, burc^ bie Serbinbungägeraben ent? 
f pred^enber fünfte beftimmten projij^ierenben Ebenen 
(f g), (fh), (gh)', fd^neiben fid^ fomit in ben 5ßunften 
X, Y, Z. 3ebeä $aar fann bemnad^ al§ ©d^nitt einer 
ber projij^ierenben Ebenen mit ben Qhtmn F unb JS 
i)er ©reierfeABC unb A'B'C betradEjtet werben. 
3lad^ bem ©a^ über ben ©d^nitt breier Ebenen ift 
ter ©d^nittpunft jroeier il^rer brei ©c^nittgeraben 
i)erienige ^Punlt, burd^ meldten aud^ bie britte 
©d^nittgerabe gelten mu^. ®al^er folgt, menn 
f d)cmatifd^ an bie t)erbinbenben Sögen groeier Ebenen 
ieren ©d^nittgerabe angefc^rieben mirb: 



unb feiner Umfel^rung: 

Siegen jmei 2)reietfe im SRaum fo, 
bafe bie ©dinittpunite entfpred^enber 
©eiten auf einer ©eraben liegen, fo 
fd;neiben fid^ bie SerbinbungSgeraben 
entfprec^enber Erfen in einem ^ßunlt. 

5tg. 6. 




AB 



r"''^ A.B. 



BC 






B'C CA 



' r 2 



Z . , . 



2\. .... 



Y... 
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b. f), bie fünfte X,Y,Z finb 5ßun!tc ber ©d^nittgerabcn bcr @6cncn bcr geg. 
2)rcicdfc. SDamit ift jugfeid^ bie räumlid^e Sebeutung ber ©erabcnXYZ bargetJ^ttn. 
3)eutet man bie S^i^^wng alä fold^e ber ebenen ©eometrie, fo lautet ber 
bewiefene @a| unb feine Umfel^rung: 

©d^neiben fid^ bie SSerbinbungS^ Siegen bie ©d^nittpunlte entfpred^en«^ 

geraben entfpred^enber ßrfen jroeier in ber ©eiten auf einer ©erabcn, fo 

einer (Sbtnt (iegenben ®reierfc in einem 
^unlt, fo liegen bie ©d^nittpunfte ent« 
fprec^enber ©eiten auf einer ©eraben. 

©ä^e ber ebenen ©eometrie lönnen bal^er aud^ burd^ räumliche Setrad^* 
tungen erl^ärtet werben. 

15. 2)ic S^i^^^wng jum SeroeiS be§ ^eäargueä fann räumlid^ nod) in 
anberer 3Beife aufgefaßt werben: 

AB unb AC bilben mit A'B' unb A'C bie ©eiten eines winbfd^iefen: 
SSieredfä AYA'Z, b. 1^. eines 3Sieredf§, beffen oier ©dfen nid^t in einer Qhtm 
liegen, liefern ift ein beliebiges thtnt^ Sieredf BCC'B' einbefd^rieben. ®ie 
@rfen beSfelben finb bie ©d^nittpunfte einer beliebigen. QUnt mit ben ©eitett 
beS minbfd^iefen 33iererfS. 2)ann lautet ber 

©a^: 3ft einem minbfd^iefen SSieredf ein ebenes einbefd^rieben, fo fd^neiben: 
fid^ je jroei ©egenfeiten beS festeren auf einer diagonale beS minbfd^iefca 
SSieredfS. 

3)er ©a| lann aud^ unmittelbar beriefen werben. 2luS 

^(BCC'BO-x 
CCV > BB' 

(AYAO (AZA') 

AA' 

folgt: AA', BB', CG' finb bie ©d^nittgeraben breier Ebenen, fd^neiben fid^ 
fomit in einem $unft. 5DaSfelbe gilt für BC, B'C, YZ. 

beutet man bie B^^nung für bie tbtm ©eometrie, fo lautet ber 
beroiefene 

©a^: Sft einem tbenm 3Sieredf ein anbereS einbefdirieben, oon meld^em 
jmei ©egenfeiten fid^ auf einer S)iagonale beS erfteren treffen, fo liegt aud^ ber 
©d^nittpunft beS anberen ^^aareS ©egenfeiten auf ber anberen 2)iagonale. 

16. ®ie ©ä^e beS ©eSargueS unb oom minbfd^iefen 3Sieredf, für bie Ebene 
gebeutet, bienen, ba eS ftd^ bei il^nen um ben ©d^nitt breier ©eraben in einem 
^un!t l^anbelt, jur Söfung ber 

3lufgabe: 9lur mit §ilfe eines SinealS, ol^ne Senü^ung oon SEBinlel 
unb 3i^f^If ciwß'^ beliebigen ^Punft einer @bene mit bem unjugänglid^en ©c^nitt- 
punft jmeier ©eraben berfelben gu oerbinben. 
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a) Der ^unft, ctroa A, Hege jroifd^en ben geg. ©eraben BB' unb CC^ 
beten ©d^nittpunft S unjugänglid^ fei. 

Sit'^^ t)on einem beliebigen ^nntt X au^, ber nid^t jroif d^en ben 
geg. ©eraben liegen foH, brei beliebige, bie geg. ©eraben fd^neibenbe ©tral^Ien, 
Serbinbe A mit ben ©d^nittpunlten B unb C 
beS erftcn ©tra^IS biä ^um ©d^nitt mit bem gtg. 7. 

groeiten ©tral^I in Z unb Y. 2)iefe fünfte 
mit ben ©d^nittpunften B' unb C beä britten 
©tral^tö t)erbunben, giebt A' unb l^iermit bie 
gefud^te ©erabe AA' burc^ S. (^ig. 6.) 

Ober : S^ti beliebige, in A fic^ Ireujenbe 
©erabe BZ unb CY beftimmen bie ©tral^len 
OB unb ZY unb beren ©d^nittpunft X. 3^^^* 
man burd^ X einen beliebigen weiteren ©tral^I 
XB'C, fo ergeben bie fid^ freujenben ©eraben 
C Y unb B' Z ben ©d^nittpunft A' unb bamit 
bie gefud^te ©erabe AA' burd^ S. (gig. 7.) 

b) ®er geg. 5Pun!t, etroa B, liege auf berfelben ©eite ber geg. ©eraben 
AA' unb GC, beren unzugänglicher ©d^nittpunft S ift. 

3iel^e t)on einem beliebigen fünfte X, ber mie B nid^t in ber S^ttenminfel^ 
fläd^e ber geg. ©eraben g unb h liegt, einen ©tral^l burd[) B unb gmei anbere 
©tra^len beliebig, h merbe Dom erften ©tral^t in C, t)om britten in C getroffen. 
35erbinbe einen beliebigen ^^5unft A auf g mit B unb C bis jjum ©d^nitt mit 
bem mittleren ©tra^l in Z unb Y, bann beftimmt YC auf g ben $unft A' 
unb A'Z auf bem britten ©tral^l ben $unft B' unb l^iemit bie gefud;te 
©erabe BB'. (^ig. 6.) 

Ober: 3la6) gig. 7 betrad^te man C alä geg. 5ßunlt unb YZ unb BC 
als geg. ©erabe mit bem ungugänglid^en ©d^nittpunft X. 

3iel^e Don einem beliebigen fünfte S auf berfelben ©eite ber geg. ©es 
raben raie C groei ©tral^len, ben einen burd^ C, ben anberen beliebig; erfterer 
fd^neibet bie geg. ©eraben in Z unb C, le|terer in Y unb B. 2)iefe ©d^nitt^ 
punite über Äreuj oerbunben, entftel^t ©d^nittpunft A. 2)ann beftimmt Y G' auf 
bem britten ©tral^l SA ben $un!t A' unb ZA' auf bem jmeiten ©tral^l $unft B', 
fomit C'B' bie gefuc^te ©erabe. 

35er Seroeiö berul^t überall auf ber perfpeftioen Sage ber 2)reiedfe ABC 
unb A'B'C, bejm. BZB' unb CYC. 

17. 2)er ©a| beä 5DeSargueg lä^t fid^ auf ba§ SSieledf auSbel^nen. gül^re 
ben Seroeis für bie 2^eilbreiedEe, in meldte baS 3Sierei burd^ bie 2)iagonalen von 
einer @dfe auS jerlegt roirb. 

^rojijiert man bie ©eiten eines ebenen n^gdfö oon einem 5|8unlt S auS 
burd^ (Sbenen, fo l^ei^t ber burd^ bie &htn^ beS mßdfs, bie fogen. ©runb-^ 
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ebene, unb baä projijierenbe ßbenenbünbel begrenjte dtaum eine n-feitige 
?ßpramibe. 3)ie feitlid^e Umgrenjung bilben n Sreiedfe. S l^et^t bie ©pt^e. 
9Kit biefem 95egriff bet ^ßpramibe lautet ber Sa| beS 3)e§argueS affgemein : 

@a|: 3ißi>^ ^P^ramibe wirb oon jeber beliebigen ßbcne nad^ einem jur 
©runbfläci^e perfpe!tit)en SSieledt gefd^nitten. 3)ie ©pi|e ber ^P^ramibe ift baS 
tßrojeltionäjentrum, bie ©d^nittgerabe beiber 3SieIedtSebenen bie ^ßrojeltionSad^fe. 

%üx bie ßbene gebeutet; 

© a ^ : ®el^en bie SSerbinbungSgeraben entfpred^enber ßrfen jraeier SBieledfe 
burd^ einen 5ßunlt, fo liegen bie ©d^nittpunfte entfpred^enber ©eiten auf einet 
(Setaben unb umgelel^rt: Sie 3Sieledfe finb in perfpeltiüer Sage. 

^eßmmntiisftüAe bet vexfpehtiven <£age }itieiet '^itbebeneu. 

18. 3)a jebe ßbene burd^ brei S3ebingungcn ier Sage nad^ einbeutig be^ 
ftimmt ift, fo folgt: 

3n)ei perfpeftioe zbtnt Silber im dtanm finb einbeutig beftimmt burd^ 

1. brei $aare entfpred^enber 5ßun!te, 

2. jroei 5ßaare entfpred^enber fünfte unb einen fid^ felbft entfpred^enben 
^unft ber 2ld^fe, 

3. ein 5ßaar entfpredfjenber 5|3unfte, ben SKittelpunIt unb bie Sld^fe. 

Seifpiele. 

19. 1. S3eifpiel: ©egeben brei ßbenen unb in jeber berfelben ein 5Punft. 
©efud^t ber ©d[)nitt ber 6bene ber brei fünfte mit ben geg. ®benen. 

1. Söfung: 2)ie brei geg. Ebenen I, II, HI feien bargeftefft burd^ il^re 
brei im 5ßunft S fid^ treffenben ©d^nittgeraben. Segt man burd^ bie SSerbinbunggs 
gerabe gmeier ber geg. fünfte, etroa P in I unb Q in n, eine beliebige ®bene 

(DEF), inbem man üon einem beliebigen 

S^ö- 8. 5py„ft D ber ©djnittfante (I, II) nadS) P unb Q 

A? ©tra^len jiel^t, meiere (I, HI) in E unb (H, 

/j\\ ni) in F treffen unb fomit E F al§ ©d^nitt-^ 

/ VA gerabe oon (DEF) mit m beftimmen, bann 

■j^/v V-..\^ ^f^ gemä^ 5) ber ©d^nittpunft oon PQ mit 

/^'^^ \ "^^^^^^^^^ -^-^ berjenige ^jSunft, in meld^em PQ bie (SUnt 

/ ^^^^o/^\ m *^^ff*- ^^ biefer ^ßunlt ein unoeränberlid^er 

^f\/ fefter ^unft ift, fo folgt, rotnn man eine be- 

y liebige gmeite iSUnz (D'E'F') burc^ PQ legt, 

^ baj5 au^ E' F' burd^ gelten mu^, b. 1^. ßbene 

in fd^neibet ba§ Sbenenbüfd^el ber 3ld^fe PQ nad() einem ©tral^lenbüfd^el burd^ 

ben ©d^nittpunft ber ßbene III mit ber Sld^fe PQ beS S3üfd^elS; bal^er, 

weil bie gefud^te ©d^nittgerabe von (PQß) unb m burd^ R gelten mu§, OE 

eben biefe ©d^nittgerabe. SSerbinbet man ben ©d^nittpunft X oon OR unb 

©d^nittlante (H, ni) mit Q, ben ©d^nittpunft Y t)on Oß unb ©c^nittfante 
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(I, m) mit P, fo treffen fic^ XQ unb YP in einem ^unlt Z ber ©d^nittlante 
<I, II), fomit XYZ baS gefud^te Sc^nittbreiecf. 

2)amit ift ijugleid^ für bie titm ©eometrie bie 2lufgabc gelöft : ©in ^xti- 
etf ju jeid^nen, beffen Seiten burd^ brei geg. fünfte ge^en, beffen (Sien auf 
t)rei in einem $unft fid^ fd;neibenben ©eraben liegen, 

unb ber ©a^ beroiefen: 



SSeroegen fid^ bie 6dfen eineä vtx-- 
änberlid^en 3)reiedfS auf brei feften ©e^ 
raben, bie burd^ einen ^unft gelten, 
unb breiten fid^ babei jroei ©eiten um 
jroei fefte fünfte, fo brel^t ftd^ aud^ bie 
britte ©eite um einen feften ^unlt, ber 
mit ben Beiben anberen ^ßunften in einer 
©eraben liegt. 

3luf baS 3Sieredf erweitert, lauten 

Seroegen fid^ bie @dEen eines Der-- 
änberlid^en Dottftänbigen SBieredfg (bie 
SSerbinbungägeraben ber ©egenedfen 
eines gemöl^nlidicn SJieredfS red^nen l^ier 
ebenfalls als ©eiten) in t)ier burd^ 
einen $unlt gel^enben ©eraben, unb 
breiten fid^ babei brei ©eiten beSfelben, 
bie nic^t burd^ einen ^unlt gelten, um 
brei fefte 5ßunlte, fo breiten fid) bie 
übrigen ©eiten um brei anbere fefte 
fünfte. 35iefe fed^S fünfte liegen ju 
je breien auf einer ©eraben (^ig. 6). 
2118 35rel^punlte beS »eränberlid^en SBier- 
edfs AYA'Z finb bie auf ben fed^S 
©eiten beSfelben liegenben fed^S Qi-- 
punitc beä SSierfeitS BCC'B' ju be-- 
trachten. 



©reiben fid^ bie ©eiten eines Der^ 
änberlid^en 35reiedfS um brei fefte fünfte, 
bie in einer ©eraben liegen unb be^ 
roegen fid^ babei jmei ©den in jroei 
feften ©eraben, fo bewegt fid^ and) bie 
britte ßrfe in einer britten feften ©e- 
raben, bie fid^ mit ben Beiben erften in 
bemfelben ^unft fd^neibet. 

bie ©ä^e: 

©reiben fid^ bie ©eiten eines vtx- 
änberliclien üoHftänbigen SierfeitS (bie 
©d^nittpunfte ber ©egenfeiten eines 
gemöl^nlid^en 3SiererfS red^nen l^ier eben^ 
falls als @rfen) um t)ier fefte ^Punfte, 
bie in einer ©eraben liegen, mäl^renb 
brei 6dfen beSfelben fid^ in brei geg. 
©eraben bewegen, fo bewegen fic^ aud^ 
bie übrigen brei 6rfen beS SierfeitS in 
brei anberen feften ©eraben. 3^ brei 
ber fed^S ©eraben gelten burd^ einen 
^unft. 

©oH ber ©a| für fid^ bewiefen 
werben, fo ift auf bie J^eilbreiedfe beS 
3SierfeitS 14) anguwenben. 

©el^en bie brei erften ©eraben burc^ 
einen 5ßunft, fo fd^neiben fid^ fämtlid^e 
fed^S ©erabe, auf benen bie ®den beS 
3SierfeitS fid^ bewegen, in biefem 5ßunlt. 
35ie 3Sierfeite liegen in biefem %aU 
perfpeftio: fie finb, räumlid^ betrad^tet, 
bie ©d)nitte einer cierfeitigen ^Ppramibe 
mit ben ©benen eines ©benenbüfd^els, 
baS bie ©erabe ber oier feften fünfte 
jur 2ld^fe l^at. 

2. ßöfung. Setrad^te bie geg. ©benen als ©citenfläd^en, ein beliebiges 
©d^nittbreiedf ABC als ©runbfläd;e F einer breifeitigen ^^ramibe. 3)ie PQ 
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Sig. 9. DOn S au& ptojijietenbe 66ene fi^neibet bte 

®tunt>fläc^e na^ bet PQ jugeorbneten Sttetfe 
P'Q'; ber ©dmittpunEt K oon PQ unbP'Q' 
tft ba^er berjenige ^unft, in metdiem PQ bie 
©ntnbflä^e F fc^neibet. ^rojigiert man ebetijo 
»on S auä bie ©«iten QR unb EP nac^ F, 
fo folgt au^ bet perfpeiEtiüen Sage bet ^«iecEe 
PQE unb P'Q'E', bafe bie ©c^nittpuntte K, 

B L, M £ntfpted)enber Seiten in einer ©eroben 

liegen, nietete bie ©E^nittgetube g bet Il6ene 
(PQR), mit bet ©tunbfläi^e T ift. »ringt 
man Sfeene (PQR), tütjct mit ^ begeit^net, 

jum Sc^ni't mit ben ©eitenfläc^en bet $^tamibe, fo folgt au& 

BC /^ ^ UP CA ^ "^ VQ AB /^ "> Wß 

r 2: r ^ r 2: 



bafe buvc& 2!ev6inbung bet geg. fünfte P, Q, R mit ben fünften U, V, W, 
in loetc^en bie ©tunbfeiten BC, CA, AB bie Si^nittgcrabe g treffen, baä 
gefudjte ©^nittbteiecE XYZ entfielt. 

§at man UP unb VQ gejogen, fo gelit jur *Pto6e XY bur^ W, 

20. 2. Seifpiel. ®egekn eine »ierfeitige ^ßpramibe mit ber ©pi^e S 
unb @runbflttcf)e ABCD. ^en Schnitt mit einer 66ene gu jeid)nen, bie 6efiimmt 
fei buri$ eine AB in U unb BC in V fi^netbenbe ©etabe g unb ^unttY auf 
bet ©eitentante 8D. 

Sbfung: 2)a Y ben G6enen HI unb IV angefiört, fo beftimml man juetft 
ben ©(^nitt ber ßbene (UVY), futj gefd^itieben JS", mit biefen jroei ©eiteneftenen : 




DG / 



'^x 



^ IV^ 

DA ^ > YZ 



H/fp- aUerbinbe ba^er Y mit ben ^jBunEten K unb L, 

in meli^en g non ben ©runbfanten DA unb 
DC getroffen roitb, bann iff UVXYZ bet gefuc^te 35urd(it(^nitt. 

3ut ^tobe treffen fidj ZU unb XV in einem $unff W bet ©eitenfonte 
SB, bem ©d&nittpunft bet Ebenen I, n, SS. 
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21. 3. Sctfptcl. ©a^: S^bcS mer J^attnonifd^c $ßunfte einer ©eraben 
proitjicrenbe Sbencnbüfd^et wirb t)on jeber beliebigen ©eraben in »ier l^armoi 
nifc^en fünften gefd^nitten unb l^eifet bal^er ein J^armonifd^eS Gbenenbüfd^el. 

S3en)ei§: ®a t)ier l^armonifd^e ^ßunfte einer ©eraben, üon jebem beliebigen 
^unft au^, ftets burd^ ein l^amionifd^eS ©tral^Ienbtifd^el projijjiert werben, baS 
t)on einer beliebigen ©eraben ber Qhtnt beS Süfd^elä felbft wieber in t)ier l^ar^ 
ntonifd^en 5ßunften gefd^nitten wirb, bie ju ben geg. vkv perfpeltit) liegen, fo 
folgt: 3i«^t man burd^ einen ber ©ier l^armonifd^en 5ßunlte ber geg. ©eraben g 
eine beliebige ©erabe h, fo fd^neibet (Sbcne (gh) ba§ ©benenbüfd^el nad^ einem 
l^armonifd^en ©tral^lenbüfd^cl, beffen SKittelpunft ber ©d^nittpunft ber äld^fe beS 
©bencnbüfd^elä mit (gh) ift. 35iefeä ©tral^lenbüfd^el erjeugt auf h mtv J^armo-- 
nifc^e, ju ben 5ßunlten auf g perfpeftit) liegenbe 5ßunfte. S'^^t man burd^ einen 
berfelben, jebod^ nid^t burd^ ben g unb h gemeinfamen, eine weitere beliebige 
©erabe k, fo wirb auä) biefe oon bem ©tral^lenbüfd^el, baä al8 ©d^nitt ber Qitm 
(hk) mit bem ßbenenbüfd^el entfielet, in t)ier, ju ben 5ßunften auf h perfpeltitjen, 
l^armonifd^en fünften gefd^nitten. Sä^t man bie oerbinbenbe ©erabe h weg, fo 
fann k als eine, bej^üglid^ g beliebige ©erabe betrad^tet werben, womit ber ©a$ 
bewiefen ift. 

22. aufgaben jum erften 2lbfd^nitt: 

1. ©egeben brei fid^ fd[)neibenbe ßbenen unb in jweien berfelben je ein 
5ßunft. 2)en ©d^nittpunft ber bie 5ßunlte oerbinbenben ©eraben mit ber 
britten @bene ju beftimmen. 

2. 3)urd^ t)ier t)on einem ^unft auSgel^enbe ©erabe finb bie fed^ä ©benen 
gelegt. 3^^^^^ ^i^ ©d^nittgeraben ber brei ^aar ©egenebenen. Sin? 
beutung : SEBä^le in jwei ©egenebenen unb einer beliebigen britten ®bene 
beS ©benenbünbelS je einen 5ßunft unb benfe fid^ burd^ biefe brei 
5ßunlte eine ©bene gelegt. 

3. 3n jwei ©egenebenen beS in 2. geg. ©benenbünbelä liege je ein 5ßunft. 
Seidene bie ©d^nittpunfte ber SBerbinbungSgeraben beiber ^ßunlte mit 
ben übrigen (Sbenen beä 8ünbelS. 

4. 3laä) wieoiel ©eraben fd^neiben fid^ n Ebenen? ©onberfaH, wenn bie? 
felben burd^ einen $ßunft gelten. 

5. 9lad^ wieoiel ©eraben fd^neiben fid^ nGbenen, wenn a berfelben burd^ 
eine einzige ©erabe (Sbenenbüfd^el a), ß anbere burd^ eine jweite 
©erabe (ßbenenbüfd^el ß) gelten unb y anbere fid^ nid^t fd^neiben, b. 1^. 
parallel finb? 

6. ®urd^ n Kanten eines ©tra^lenbünbelS laffcn fid^ wieoiel Ebenen 
legen? 

7. ©egeben eine fünffeitige ^pramibe unb auf brei ber ©eitenfanten je 
ein 5t5unlt. 3^id^"^ b^'^ 2)urc^fd^nitt ber ^pramibe mit ber @bene ber 
brei Sßunfte. Deutung für bie ^zm ©eometrie. 
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8. ®inc Beliebige ^^ramibe burd^ eine Ebene ju fd^neiben, bie beftimmt 
fei butd^ eine beliebige ©erabe ber ©runbpäd^e unb einen beliebigen 
5ßunft einer ©eitenfante Upt). einer ©eitenfläci^e ber ^pramibe. 

9. ^x^tnh ein ©tral^t burd^ bie Spi^e einer beliebigen ^^rantibe treffe 
bie ©runbfläc^e in einem 513un!te P. S)en ©d^nitt biefeS ©tral^lS mit 
einer beliebigen, bie 5ßpramibe fd^neibenben Qitm ju beftimmen. 

10. 35urd^ jroei beliebige, perfpeftioe 35reiedfe feien bie Hälften ber S^ii)^ 
nungSebene ate perfpeltioe 5ßunltfr)fteme einanber jugeorbnet. Qu einem 
beliebigen $unft (ober (Seraben, ober 3SieledO be§ einen ©pftemS ben 
jjugeorbneten 5|JunIt (Oerabe, aSieledf) beä anberen ju finben, ol^ne Se- 
nü^ung beS ^rojeftionSmittelpunfteä. 

11. ©egeben in ßbene I bie 5ßunfte A unb B, in 11 bie fünfte unb I), 
in m bie ^JJunfte E unb F. Seftimme bie fünfte, in benen bie 
brei ©benen oon ber ©d^nittgeraben ber Ebenen (A C E) unb (B D F) 
gefc^nitten werben. 
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23. ^auptfa^: 35urd^ parallele SBerfd^iebung t)on ©erobcn bejro. (Sbenen 
änbert fid^ beren SRid^tung htiw. ©teHung nid^t, b. f). bie in t)erfd^iebenc neue 
Sagen parattel oerfd^obenen ©ebilbe, ©erabe unb (Sbene, finb wieber parallel. 

^atattete ^exaben. 

24. Durd^ jmei parallele ©erabe ift eine (Sbene einbeutig beftimmt. 
3ebe ©erabe einer ©d^ar von n ^arallelftra^len im 9laum läfet fid^ bal^er afe 
Sld^fe eines ®benenbüfd^els betrad^ten, beffen n — 1 ßbenen bie übrigen n — 1 ^a^ 
rallelcn t)on ber 2ld^fe aus projizieren. 3m ganjen erl^ält man fomit n ßbenen* 
büfc^el oon je n — 1 Ebenen, babei ift jebe Ebene boppelt gered^net, fomit 

©a^: 2)urd^ n ^araHelftral^len laffen fid^ ^ Ebenen legen. 

^xi$ma ober ^&ute. 

25. 2)er von ben m äußeren SRanbebenen eines EbenenbünbelS mit unenb? 
lid^ ferner ©pi|e 24) unb il^ren m ©d^nittfanten begrenzte, in ber Jlid^tung ber 
Äanten offene 2^eil beS SlaumeS l^ei^t m^feitigeS $riSma. ^ebe beliebige Ebene 
fd^neibet baSfelbe nad^ einem ebenen nuEcf bejm. in5©eit, voznn bie SJiagonals 
ebenen gelegt finb. 



^aialTcle Sage non @eraben unb efienen. 15 

@in m^feitiQeä ^liämn entfielt [omit aui$, njenn eine ©erabe, fi^ felbft 
pataQet, longa bet Seiten eineä ebenen mstSdfä hingleitet. 

"^»ntttvafptitivt. 

26. ^tS^nb jmei etiene Schnitte beä ^riSinaä ^aBen fotgenbe @igenfiiEiaften 
bei Sage, oon benen bie eine bualiftifd) bie anbere tebingt: 

1. ^ie ^eibinbitngägetaben entfpred^enbeT 6 Jen finb ^axa\iti. 

2. 33ie ©(^nittpuntte entfpredienbet ©eiten unb Siagonaten liegen auf 
einer ©eraben, ber ©i^nittgetaben beiber Sitbebenen. 

^iefe befonbeie perfpeltioe Sage, bei meldtet bei ^lojeÜicmSmittelpunlt 
im Unenbltt^en liegt, tieifet ^ßovaUelperfpeftioe ober fdirägc (fi^iefe) ^aroKeU 
projeftion, ßaoalietifiiie $er(petttDe, aud) Affinität, wegen bet jniij^en ben 
na^ biefem ^ßrojettionSnetfa^ven (lergefteHten Silbern befte^enben Sßerroanbtft^oft. 

So|: 3eber ebene ©d^nitt eines ^riämaS 
tft baä affine ober paraKelperfpeltttie 33ilb eineä Sig- 11. 

anberen. 

27. 3)ie Sage affiner Silber jniifc^en pro= 
jijierenben ^raDelftra^len geflattet bie änroenbung 
beS ^roportionaCIe^rfafeä. 3'^^^ >"ii ^^ ^^^ oberen 
Silbebene be« bteifeitigen Üßtiämaä eine beliebige 
@erabe, meiere AB in D unb B G in E fc^neibet, 
fo befrimmen bie projinierenben ©tra^Icn burrfi D 
unb E bie ber ©eraben D E ent(pre(I)enbe ©erabe 
D' E' ber unteren Silbebene, ^ann ift in ben 
feitltc^en ^lapejen: 

BD B'D' 1. BE B'E' , 

-DT = WJ^ ""*" ^C" = E^' ** ^■ 
©a|: (äntfprec^enbe ©treffen paraHelperfpeltioer Silber roerben burd) ent= 
fprerfienbe fünfte im fetben 3?er6o!tniä geteilt, 
^ft DE II AC, nlfo 



[d folgt gemöfe oBen: 


BD BE 
DA EC 

B' D' B' E' 




D'A' - E'C 



i.f). D'E' II A'C (omit 

©a^: 5ßotallele ®erabe roerben burd& 5ßaiaKelperfpettipe auf eine Sitb= 
ebene roieber al^ parallele @erabe abgebilbet. 

28. 3)ie in ben beiben le|ten Sä^en ouägefproctienen ßiigenfdiaften matten 
bie ^raHelperfpeltiiie jur 2t6bilbung ftereometrifi|et ©ebilbe fe^r geeignet. 
Saburc^, ba^ bei biefer SIbbilbung ^eilner^ältniffe DOn ©trecfen beä Criginalä 
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iint)eränbert erl^attcn bleiben, entfielet eine geroiffe SBerroanbtfc^aft groifd^en 95ilb 
nnb Original, atterbingö nod^ leine fo nal^e SSerroanbtfd^aft, wie eä bie Ste^nlid^Ieit 
ift, aber bod^ eine foli^e, bie bewirft, ba^ bie Setrad^tung beö parattelperfpeftioen 
S3ilbe§ nid^t nur ben ®inbrutf be§ Driginafe über^upt, fonbern t)or allem bie 
IBorftellung ber ©rögenoerl^ältniffe begfelben erroedft. 

Slel^nlid^e Setrad^tungen roie 13) jeigen, ba^ bie 3«icä^nungen von räumlid^ 
in üerfd^iebenen 93ilbebenen liegenben parallelperfpeftit)en Silbern unmittelbar für 
l)ie zbzm ©eometrie gebeutet werben bürfen. 

29. 2Bie bei ber B^i^t^ölperfpeÜiDe, fo ift bie Sage parallelperfpeltit)er 
Silber im 3laum einbeutig beftimmt burd^ 

1. brei ^aare jugeorbneter 5ßunlte, 

2. jmei $aare jugeorbneter fünfte unb einen 5ßunlt ber ^ßrojeltionö- 
ober Slffinitätöad^fe, 

3. ein 5Paar jugeorbneter §PunIte unb bie 2lffinität§adS)fe. 

Seifpiele. 

30. 1. Seifpiel: 2luf ber t)ertifalen SBanbtafel fei über einer l^orijontalen 
<Strerfe alg Seite ein regelmäßige^ Sed^äedf gejeid^net. 3«^^^^^ i>ö§ parallele 

perfpeftiüe 33ilb in ber burd^ bie mag^ 
redete ©ed^^edfeite gelegten magred^ten 
^ifd^ebene JS (§orij\ontalebene). 

C D ift aiffinitätäad^fe. 5Durd^ bie 
Stngabe beä 2^reffpun!tg eineä einzigen 
^rojeftionäftral^fe ift ba^ parallelper- 
fpeltioe 33ilb einbeutig beftimmt. 2)cr 
©tra^l A A' treffe 2 in A', bann ift 
A'M baö 33ilb von AM, ber ©tral^l 
BB'IIAA' beftimmt ba^er auf A'M 
ben B gugeorbneten ^unft B' u. f. f. 
3ur $robe: 3)a AB||DF, fo ift 
A'B'IIDF, ebenfo CB'IIFG'; ferner, mie im Original fo im Silb, O'A' 
= 0'D, O'B' = O'F, O'C = O'G' u. f. f. 

35ag paraHelperfpeltioe Silb A' B' C D F' Q' be§ regulären ©ed^äedfs cr-^ 
fdtieint, mit le^terem oerglid^en, vtxiixx^i unb fd^ief. Slid^täbeftoroeniger ift cS 
geeignet , bie rid^tige SSorftellung eineö in ber (?bene be§ 2^if d^e§ liegenben 
regulären @ed^§erfö ^u erroetfen, fobalb man ftd^ A'C nid^t oerfürjt, fonbern 
ebenfolang wie A C [unb nid^t fd^ief , fonbern fenfred^t gu B' F' oorftellt. 3lnx 
biejenigen ©tredfen, bie parallel ber Slc^fe finb, bilben fid^ l^ier in raal^rer ®röße ab. 
2)ie Sängenauöbel^nung bleibt l^ier erl^alten, bie S3reite bagegen erfd^eint oerlürjt. 
3Serfürgung l ift bal^er baö 3Serl^ältniä ber Silbbreite jur maleren Sreite: 

A'C 
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^parallele Sage t)on (Scraben unb ®6encn. 17 

9lcigung tft bcr 3Btnfc(, ben bte 93rettcnauSbcl^nung bcS SilbeS mit bcr 
SängenauSbcl^nung cinfd^lie^t: a = <A'K'B'. 

5läl^erc Seftimmungen über bie ©eftalt eine§ paraHelperfpcftben Silben 
trifft man geroö^nlid^ burd^ Slngabe ber 58erfürgung unb Steigung beSfelben. ®ie 
übltd^en, für bie 3«i^^wng günftigften 3Raftannal^men finb 

35erlürjung -^ unb Steigung 45° ober 90 *» 
-y „ „ 30» ober 60« 

-y „ „ 60« ober 30« 

^n obenftel^enber 3ci^^wng ift A = -ö- unb e^ = 60«. 

Seidene, in ä^nlid^er SBeife wie oben, bie parattelperfpeftioen Silber beä 
regulären ©ed^Secfä, roenn bie StffinitätSad^fe a) eine grofee diagonale, b) eine 
Heine diagonale, c) bie ©enfred^te im ©nbpunft ber großen diagonale ift. 

31. 2. SBeifpiel. ®er SBürfel. 

Die l^intere %läd)t A' B' C D' eineä 9Bürf elä, beff en (Srunbf anten l^orijontal 
i^ein mögen, liege in ber oertifalen 2^afelebene. 3)ie parallelen Sonnenftral^Ien 
falten oon oome fd^ief auf bie Xafel, bann werfen bie l^orij;ontalen SBürfelfanten 
^leid^e unb parattele Statten: A' A" # B'B" # G' G" # B'I)", SSerbinbet man 
bie ßnbpunite biefer 6d^attenlängen, fo entfielet baä 
Ouabrat A"B''C''D", baS paraffelperfpeltioe 93ilb 

ier t)orberen SfBürfelfläd^e AB CD unb bie ganje 3^i^' j^ ^^' 

ttung ftettt bie paraHelperfpeftioe 3lbbilbung beä SfBürf eis 
öuf feine l^intere ^läd^e bar. 

^ßarattelogramm A'A"B"B' ift baS parallel 
perfpeltioe 93ilb ber l^orijontalen SBürfelfläd^e. @ä 

crroecft ooUlommen ben ßinbrurf eines quabratifdEi ah- -yB', \a' 

gegrenjten, eizmn gläc^enftüdfs unb wirb bal^er im 
folgenben jur parallelperfpeftioen 35arftellung oon 
©benen benü^t. 

Statt bie SRid^tung ber Sonnenftral^len ju geben, l^ätte man j. S3. t)er= 
langen lönnen, baS parallelperfpeftioe 93ilb beS SfBürfelS etroa mit 3Serfürjung 

-^ unb 5Keigung 45« ju jeid^nen. 5Dann ift D'D'' = -|- D'C unb < D'' D' C 

= 45« ju nel^men. 

(Sieb mit einer 9label genau bie Stellung GG" ber ©onne an im Slaum! 

Uebung: S^x6)m in ber ^orijontalebene baS parallelperfpeftioe 33ilb eines 
in beliebiger Sage auf ber SBanbtafel gejeid^neten iDuabratS bejm. 3SielerfS. 

32. 3. 33eifpiel. SSeftimmung beS Sd^nittbreiedEs einer ßbene mit einem 
breifeitigen $riSma in mal^rer (Srö^e mittels Umflappung. 

Sauetbed, etereometde. 2 
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18 parallele Sage üon ©crabcn unb @6cncn. 

Um ba§ ©d^nittbreicc! XYZ in einer beliebigen ßbene(ABC) in realerer 
®rö^e barjuftelfen, brel^t man bie ©bene -2*biefeS 2)reiec!ä um bie ©d^nittgerobe U W 
beiber ßbenen in bie ebene (ABC). 3)a bei biefer Umfla^pung bie 5ßunlte ber 

2)re]^ad)fe il^re Sage nid^t änbern, fo beJ^alten- 
Stg. 14. AXYZ unb feine Umtlappung AX'Y'Z' bie 

yj^.^J^ji;;^^^^^ ßigenfd^aft, ba^ bie Sd^nittpunfte entfpred^enber 

Ar-l".7::>^z ©eiten auf einer ©eraben, ber ©d^nittgerabem 
\/ /\ beiber Ebenen, liegen ; nad^ ber Umle^rung beä- 

Ia \ ®ö|c§ t)on 35eSargueö fd^neiben fid^ bal^er bie brei 
y \\ \ 3SerbinbungSgeraben entfpred^enber (i^izn beiber 
■J^ /\ \ 5Dreiedfe in einem 5Punft. tiefer ^unft liegt 
/ \ /' \\ unenblid^ fem, benn, wenn ÜX'Y' bie neue 

yX ^C Sage ber ©eraben UX Y ift, fo ift ÜX' = UX 

%^ unb ÜY' = UY, bal^er XX' || YY' u. f. f.^ 

b. \). bag ©d^ntttbreiedf liegt parallelperfpeftit> 
l\x feiner Umflappung. 5Durd^ Belegung in ®reiedte läßt ftd^ biefelbe Setrad^tung. 
für jjebeS beliebige 3Sieledf burd^fül^ren, bal^er 

© a ^ : SJrel^t fid^ bie ßbene eineä 3Sieledfä um eine il^rer ©eraben alä f efte 
2ld^fe, fo ift jebe neue Sage beö 3SieIedfä gur urfprünglid^en parattelperfpeftii). 

35ie Äenntniä ber neuen Sage einer einzigen 6dfe ober ©eite beS 3Sieledt§. 
ift fomit l^inreid^enb , um baS gange 3Sieledt in neuer Sage (in ber llm!lappung> 
gu geid^nen. 

33. 93el^anble bie im 3lbfd^nitt I über bie ©d^nitte breier ebenen uni> 
$9ramiben gefteHten 2luf gaben für ben gaU, ba^ ber ©d^nittpunft ber brei 
ebenen, begro. bie ^p^ramibenfpi^e inä Unenblid^e fällt, bie ^^ramibe alfo in ein 
^Priäma übergel^t, inäbefonbere bie 2lufgaben 19) unb 20). 



^etabe paxatid $6etie. 

34. eine ©erabe ift parallel einer ebene, xotxm fie eine §auptbimenftott 
ber ebene ift, b. 1^. wenn fie burd^ ^Paraffeloerfd^iebung , etwa längg einer be- 
liebigen, fie fd^neibenben ©eraben, in eine ©erabe ber ebene übergel^t. 2)obei 
befd^reibt bie fid^ bemegenbe ©erabe felbft eine ebene, fomit 

©a^: 3ßbe ebene burd^ eine gu einer ebene parallelen ©eraben fd^neibet 
le^tere ebene nad^ einer gur ©eraben parallelen ©d^nittgeraben. 

2)rel^t fid^ le^tere ebene um biefe ©d^nittgerabe alä fefte Sld^fe, fo lann 
biefe alö eine allen ebenen beä entftel^enben ebenenbüfd^elö gemeinfame §aupt=^ 
bimenfton betrad^tet werben, b. 1^. 

©a^: 2llle burd^ eine t)on groei parallelen ©eraben gelegten ebenen finb 
ber anberen ©eraben parallel. 



parallele fioge oon GJcroben unb ®6enen. 19 

35eibe ©ä^e lauten mit anbeten SBorten aud^: 

1. ^^hz^ @6enen6üfc^el wirb butd^ eine ju feiner Sld^fe paratterc 66ene 
nad) einer 5ßarallelgerabcnfc^ar gefd^nitten. 

2. ©inb ©erabe parallel, fo ift and) jebe bem Sbenenbüfdfjel burc^ bie 
anbere parallel. 

35. Segt man burd^ parallele ® erabe beliebige Gbenen, fo fönnen erftere 
alö gemeinf ame ^auptbimenfion alter biefer ©benen betrachtet werben; überall, 
mo biefe ßbenen jum Sd^nitt fommen, erftredfen fte fid^ bal^er in jener Sluös 
be^nung, b. f). 

®a|: Qhtmn burd^ parallele ©eraben erzeugen gu le^teren parallele 
©c^nittgeraben. 

^tntxatptxfpeMxve <li60iCbitng bes ^axal[etfixaf^Uninnbtt$. 

36. (Sine intereffante älnmenbung obiger ©ä^e ift bie jentralperfpeftioe 
Slbbilbung paralleler ©eraben im Slaum auf eine oertifale Silbebene. 

©ämtlid^e Ebenen, meldte oom 2lugc auä ein ^ßarallelftral^lenbünbel oon 
beftimmter Slid^tung projizieren, fc^neiben fid^ gemä^ 35) nad^ einer einzigen, ben 
©tral^len beö Sünbete parallelen ©eraben burd^ baä Sluge, roeld^e bie Silb^ 
thtnt im fogen. ^lud^tpunft trifft. 2)urd^ il^n gelten fämtlid^e ©tral^len beö 
Siüfd^elg, baS alä ©d^nitt ber Silbebene mit bem ©benenbüfd^el, beffen 2lc^fe bie 
t)om Sluge nad^ bem ^luc^tpunft fül^renbe ©erabe ift, baä paraUelperfpeltioe 33ilb 
ber $Parallelenfd^ar im Slaum barfteHt. 

^nSbefonbere l^aben alle l^orijontalen ©eraben unb ^arallelenfd^aren in be^ 
liebiger §öl^e über ber ^orijontalebene unb t)on tjerfd^iebenfter Slid^tung (ffiinb^ 
rofe) il^re ^lud^trid^tung in ber, burd^ baä Sluge gelegten §orijontalebene. 2)ie 
l^orijontale ©d^nittgerabe biefer Sbene mit bem ^immelägemölbe, befjro. mit ber 
oertifalen Silbebene ift bie fogen. glud^t ber ^orijontalebene unb l^ei^t Slugen^ 
^ö^e ober ^orijont. 

©a^: 95ie ^lud^tpunlte fämtlid^er l^orijontalen ©eraben unb ^ßaraHelen- 
fc^aren beg Slaumeö liegen in ber Slugenl^öl^e. 

2)a mir vom 9laum nur baä t)pn unferem Sluge alö 3KittelpunIt auf eine 
Silbebene (©laäfd^eibe bejm. 5le^l^aut) entworfene ebene perfpettioe Silb erblidfen, 
fo feigen mir ©erabe unb parallelen, bie im 3laum mirflid^ l^orijontal liegen, 
im allgemeinen nid)t mieber l^orijontal, fonbern, je nad^bem biefelben im 9laum 
l^öl^er ober nieberer alä bie Slugeni^öl^e liegen, in einem beftimmten ^unlt ber 
2lugen]^öl^e, tUn bem glud^tpunft, ab-- begm. anfteigenb enbigen ober jufammen^ 
laufen. 5Rur biejenigen horizontalen im 3?aum, bie in 2lugenl^öl^e liegen ober 
gur Silbebene parallel finb, werben rairflid^ l^orijontal gefeiten, alö bie Slugen^ 
l^öl^e felbft begro. alö parallelen ju berfelben. 3m le^teren gatt ift ber unenb-- 
lid^ ferne ^Punft ber Slugenl^öl^e ber glud^tpunft. 
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^araKete £age von @eraben unb Ebenen. 



Sertifale ©erabc im Staunt crbKcfcn mix ftctS roicber oertifal. ^f)X %lu^U 
punit ift baS 3^^^*^ ober ber ©d^citelpunft, b. 1^. bcr über unferem ©d^citcl Be* 
finblid^c, uncnblid^ ferne 5ßunlt, nad) roeld^em baS ©enfblei weift. ®er ©d^nitt 
ber nertifalen Silbebene mit bem projijierenben ©benenbüfc^et ift ba^er eine 
^Parattelenfd^ar jur Dertifalen Sld^fe beS Süfd^efe. 

3)a bie gluddtpunfte atter, jur Silbebene paralleten Stral^Ien unenblid^ ferne 
^Punfte ber Sitbebene finb, fo folgt allgemein 

®a^: Sitte jur Sitbebene parattelen Stral^len projizieren fid) roieber ate 
^arattelftral^len berfelben Jlic^tung. 

Unb 

©a^: Sitte jur Silbebene fd^iefen ^jJarattelftral^len, bie nid^t l^orijontal 
finb, fonbern auf^ bejro. abfteigen, l^aben il^re glud^tpunlte im ®nblic^en ober^ 
bejm. unterl^alb ber Slugenl^öl^e. 

ßrflärung ber ^igur : S^zi parattele gleid^l^ol^e Saumreit^en längs ber bie 
©runbebene barftettenben horizontalen, jur oertifalen Silbebene (ABGC) fd^iefen 
©tra^e gh. ^ßrojeftionömittelpunft baä Sluge. OF||g trifft bie Silbebene 



Stg. 15. 




P^' 



im glud^tpunft F ber ^arattelenf^ar f||g||h||k. ®ie Slugenl^ö^e ober ber 
Horizont ZZ gel^t burc^ F parattel bem fogen. 9li^ ER, ber ©c^nittgeraben ber 
©runb. unb Silbebene, ©tral^lenbüfd^el F — AB CG ift ber ©c^nitt beS ebenen-« 
büfd^elä — ghfk mit ber Silbebene. 3Kan erblitft alfo t)on an^ bie unter* 
l^alb 3lugen^öf)e t)erlaufenben, in SBirflid^feit parattelen ©tragenränber g || h fd^icf 
jum glud^tpunft anfteigenb als AF unb BF, bie oberl^alb Slugen^öl^e bie SBipfel 



^araKete Sage t)on ©eraben unb @6enen. 
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X)er6inbenben §ortjonta(en fl|k bagcgcn gum glud^tpunft abfteigcnb alö CF 
unb Gr. Seibc Saumreil^en fd^etnen an §5l^e abncl^mcnb unb jroar bie l^intcre 
ftätfcr ate bie üorbere, im $unft F jufammenjutaufen. 

S)ie projijierenbe ®benc burd^ DE unb bie Silbebene burd^ ba§ Sot FQ 
fd^neibcn fid^, ba DE||FQ, nad^ ber ju biefen 98ertifalen parallelen unb fomit 
ebenfattä SSertifalen D'E', bem Silb von DE. 

2)ic ganje l^inter bem Slife fid^ auäbefinenbe (Srunbebene bilbet fxd) ah auf 
ben 2:eil ber Silbebene groifd^en 2lugenl^öl^e unb 9ti^. (Sebe in beiben SSaumreil^en 
biejenigen fünfte an, bie fid^ in ben §origont abbilben würben. 3ß^«nprobe? 



37. @benen, bie fid^ nad^ benfelben jraei beliebig geroäl^lten ^auptauö^ 
bel^nungen erftredfen, l^ei^en parallel: i^re Sd^nittgerabe liegt im Unenblid^en. 

38. ^ü)t (Serabe ber einen ®bene gel)t fomit burd^ 5ßaralletoerfd^iebung 
in eine ©erabe ber anberen ßbene über. SSerfd^iebt man läng§ einer beliebigen, 
beibe ^ßaraHelebenen fd^neibenben (Seraben, fo befd^reibt bie fid^ beroegenbc ©erabe 
eine &btm, bal^er 

©a|: ^arattele ©benen werben burc^ beliebige anbere ©benen na^ paxaU 
lelen ©eraben gefd^nitten. 

39. Srgenb jmei 5|Sarallelgeraben einer fold^en ©d^nittebene beftimmen mit 
ben ^Parallelen, nac^ roeld^en biefe ©bene ein ^araHelebenenpaar fd^neibet, ein 
^arattelogramm, morauä fid^ crgiebt 

©a|: ^arattele Stredten jroifd^en ^arallelebenen finb gleid^. 

40. 3w)ei 5{5aare paralleler ®benen erzeugen bal^er tjier parallele Sd^nitt^ 
geraben; brei ^aare paralleler (Sbenen fdjneiben fid^ nad^ brei ©d^aren ju je oier 
parallelen unb gleidfien Tanten unb erzeugen 

einen r>on brei paaren parallel liegenber ton- 
gruenter ^Parallelogramme umgrenzten Äörper, 
ber Spat, ^arallelflad^ ober fd^ief^ 
minfligeä ^Parallelepipebon l^ei^t unb 
alö ^Prisma betrad^tet werben fann, beffen 
parattele ©runbfläd^en oon Parallelogrammen 
gebilbet werben. 3BaS finb bie 3)iagonalfd^nitte 
biefeö Äörperä? ^ig. 16. 

41. SBirb eine ^ßarallelebenenfd^ar oon winbfd^iefen ©eraben gefrf;nitten, 
fo oerfd^iebt man biefe fidf) felbft parallel burd^ einen beliebigen 5ßun!t S unb 
legt burd^ je jwei ber ©tral^len bcS entfte^enben ©tral^lenbünbelS S eine @bene. 
3ebe berfelben fdfineibet bie ^ParaHelebenen nad^ parallelen ©eraben (^ig. 17): 

AA'IIBB'IICC; A'A" |1 B'B'MI C'C"; AA" || BB" |l CO", 



gig. 16. 




22 parallele £age oon @eiabeti unb Gbtmn. 

fomit : 

AB :BC: CA = A'B' :B'C': CA' = A"B":B"C": C"A" = ... 

ober jufolge 39) 

DE : EF : FD = GH : HJ : JG = . . . 

b. I,. 

@a|: 33eltebige ininbfc^iefE @eiabe tneiben oon ^avaüelebenen naä) pxo- 
portionüten ©ttetfen ge(ci^ntften. 

42. Sienlt man fii^ nur bie 9tanbe6enen beä Stra^lenbünbelä 8 gelegt, 
fo rairb bie entfte^enbe m^eitige ^^tamibe von ber ^araßelebenenfi^ar naä) 
m-.Scten geji^nitten, xotl^e folgenbe befonbete (Sigenft^aften ber Sage I)aben: 

^te 33erbinbiingägeraben enlfpiei^en- ^te <Sc^ntttpunfte entftire^enber 

bei (Sdlen ge^en butd) einen ^^unlt S. Seiten unb diagonalen liegen auf einer 

©etaben, ber unenbtii^ fernen QäfmtU 

geraben ber ^araCelebenenf^ar. (Snt= 

fprei^enbe Seiten unb Diagonalen (ent; 

fprerfienbe Streifen) pnb fomit parallel. 

Stiefe neue, befonbere perfpettioe Sage, bei niel<^er ber ^rojettionämittel: 

punft im (Snblii^en, bie 1ßroieEtionäa<!^fe bagegen im Unenblic^en liegt, ^ei^t 

31e^nlii$tett ; fomit 

Sa|: Sebe ^ßgramibe roirb non ''JJaratlelebenen no<^ ä^nlii^ liegenben 
$iele(fen gefdinitten. 

43. 3)a entfprec^enbe Seiten unb Iiiagonalen parallel unb Sintel mit 
parallelen Si^enteln beäfelben Sinns gleic^ finb, fo folgt: 

Rig. 17. <A =<B =<C =... 



<A' = <^B' = <C'^ 



AA _ /SA"\ _ A'A" _ 
BB' ~ l,SB'/ B'B" ~" 



bo^er ; 

Sa^: Sle^nlii^ liegenbe ^ielede liaben 
entfptec^enbe 5Kintel glei(i^ unb entfprci^enbf 
Seiten (Streifen) finb proportional. 

Sefi^cn ba^er Sßieletfe oon glcidjier 
Seitenja^l biefe beiben eigenfrf)aften beä 
^Hafeeä, fo ift eä ftetä mbglict), fie in „ä^n- 
tid^ perfpeftioe" Sage ju bringen. 5Der 
^Projeftionämtttelpuntt roirb au(^ 91el|nlii^^ 
teitäpunft genonnt. 
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43 a. %äüt man in JS baä Sot C W J_ C C", fo finb bic parattclcn 
©d^nittgcraben ber (Sbcne (C'SW) mit unb ^ ebenfalls Sote ju ben ent-. 
fpred^cnben 2)iagonaren, ba^er: 



alfo 



SDa aber 



fo folgt 



ABB'B" BB".B'V 



ACC'C" ~" CG" .C'W 

BB" 



B'V __ /SB'\ _ BB' _ /SB\ 
C'W ""\SC7~ CG' ""\SGJ 



CC" 



ABB'B" _ BB" BB" _ BB"^ _ BB'' 
AGG'G" "" CC" ' CC" ~ C'C^ ~ "CC^ ^' 



3le jroei jugeorbnete 2)reiecfe fämtlid^er m — 2 2)reiec!e, in meldte bie äJ^nlid^ 
liegenben m-^iz burd^ diagonalen von einer ßcfe aus jerlegt werben, finb ben 
Cuabraten entfpred^enber SSielecfSfeiten proportional; bejeid^nen bal^er q, X, . . , 
iie ^roportionalitätsfaftoren, fo ift 

ABB'B" =f>.BB"^ AGG'G" = (> . GG'^ 

ABB"B'" = k . BB'^ AGG"G'" = l . GG'=^ 



iurd^ Slbbition, mobei ber neue ^roportionalitätsfaftor 

Q + 1 + . ,.= fl 

^cfc^t werben fann : 

SSielecf BB' . . . = ^ . BB"^ unb SSielecf GG' . . . = /e . GG'^ 
-ober 

aSielecfBB' . .. _ BB'^ __ BB"« _ SB^ 

aSieledf G G' . . . "~ GG'* "" GG"« "" SG* ^' ^' 

gläd^enfa^: 2)ie ^(äd^en äl^nlid^er SSielerfe oerl^alten fid^ wie bie Quas 
l)rate entfpred^enber Seiten ober 2)iagonalen ober ©eitenfanten , allgemein mie 
"bie Quabrate entfpred^enber StredEen. 

5ig. 18. 
<^otigtitens obet peAttng. 

44. dtMi bie Spi^e S ber m^feitigen 
^tiramibe inS Unenblid^e, fo werben bie $ro= 
jeftionSftral^Ien parallel unb man erhält ein 
m-feitigeS ^riSma, baS oon ber ^Parattelebenen^ 
fd^ar nad^ m^ßdfen gefd^nitten wirb oon folgen- 
den befonberen ßigenfd^aften ber Sage: 

3)ie aSerbinbungSgeraben entfpred^en-- 3)ie ©d^nittpunftc entfprec^enber 

ber Srfen gelten burd^ einen oo fernen ©eiten liegen auf einer oo fernen ®e- 
ipunft. raben. 




24 ^araUele Sage t)on ©etaben unb Ebenen. 

2)tefc bcfonbcre perfpeftiüc Sage, bei roeld^er ^ßroieltionämittelpunft fowol^t 
a(ä sSld^fe im Unenblid^en liegen, l^ei^t Äongruenj. 

45. 3Jla$bejiel^ungen : ®a entfpred^enbe ©eiten fongruent liegenber 3SieU 
ecfe parallel fmb, fo folgt: 

<A = <B = <C = . . .; <A' = <B' = <C' = . . . u. f. f.; 

unb ba bie projijierenben Stral^len mit entfpred^enben ©eiten ober 3)iagonalen 
Parallelogramme bestimmen, fo ift 

AA' = BB' = CC = . . .; A'A" = B'B" = CG" = . . . u. f. f.; b. ^. 

©a$: ßntfpred^enbe SBinfel unb Strerfen fongruenter 3Sielecfe ftnb gleid^. 

35urd^ §ßarattelt)erfc^iebung längä eineä $rojeftionSftral^fö lönnen bal^er 
fongruente 3Sicle(fe gur 2)ecfung ge6rad)t werben. 

46. 3n geroiffen fällen merben äl^nlid^ liegenbe forool^l alg parattelper- 
fpeftit)e Silber fongruent: 

a) ^rojij\iert man t)on ber 3Witte S beä ©tral^U AB, ber eine 6de A 
beö in Sbene -5* liegenben 2)reiecf§ AA'A" nad^ B in ©bene *||@bene J? 

abbilbet, auc^ bie anberen(£rfcn, fo ergiebt bie SSetrad^tung 
ber bei S entftel^enben ©d^eitelbreiecfe: 

1. ba^ S bie 9Ritte fämtlid^er projijierenber ©tral^len,. 

2. ba^ baS abgebilbete 35reie(f bejm. 3Sielecf bem 
urfprüngliclien fongruent ift. 

b) 2)rel^t man groei ber ©eiten beS ©d^nittbreiec!^ 

eines breifeitigen ^riämaä in il^ren ©eitenfläd^en um 

bie gemeinfd^aftlici^e @cfe, biä i^re beroeglid^en ©nbpunfte 

mieber auf bie alten 5ßriämenfanten ju liegen fommen, 

fo fd^neibet bie (Sbene, meldte burdf) biefe neuen Sagen ber gebre^ten ©eiten be- 

ftimmt ift, baä ^riSma narf) einem 35reierf (btj^ro. SSielerf), baä bem urfprüng^ 

lid[)en fongruent ift. Seroeiä? 

Kongruente 3Sieletfe fönnen bal^er auf breierlei 3lrt in perfpeftiüe Sage 
gebrad^t werben: 

1. ^rojeftionSad^fe unb ^^Jlittelpunft jugleid^ im UnenblidEien. 

2. 2ldE)fe im (Snblid^en, ^Jlittelpunft im Unenblid^en (paraHelperfpeftiüe 
Sage). 

3. Sld^fe im UnenblidEien, 3J{ittelpunft im @nblid)en (äl^nlidSie Sage). 

47. 2)a perfpeftioe Silber einer unb berfelben ©bene ftets entftanben ge* 
bad^t merben fönnen burdf) ^ßrojeftion entfpred^enber perfpeftioer Silber beä 9laum§, 
fo finb bie 3JtöglidE)feiten perfpettioer Sage forool^l in ber (Sbene alä im 3laum 
erfddöpft in folgenber S^f^i^^^^^f^^ttung : 
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mtttclpunft: ac^fe: Sonberfaü: 

3entrafperfpcftit)e enblid^ enblid^ 

^atttttclperfpeltbc uncnblid^fcrn cnblid^ Äongrucnj 46 b 

^eJ^nlid^Ieit enblid^ unenblid^fem ^ongruenj 46 a 

Äongtuenj uncnbKd^fcrn uncnblid^fern 

33cifpicle. 

48. 1. 33cifpieL 2)urd^ einen geg. ^ßunft ju einer geg. 66ene eine 
^arallelebene ju legen. 

Setrad^tet man groei beliebige ®erabe bet geg. Qitm ate beren ^aupt^^ 
auäbel^nungen, fo mu^ firf) bie gefud^te ©bene nad^ benfelben ^auptauöbel^nungen 
er[trerfen, b. 1^. jiel^e butd^ ben ^unft gu jenen ©eraben bie $aralleren, fo ift 
bie burd^ leitete gelegte Sbenc bie gefud^te. 

2)ie ^Parallele burd^ einen $Punft ^u einer beliebigen ©eraben ^itf)t man 
na6) ben Siegeln ber ziznzn ©eometrie in ber, gutjor burd& $unft unb ©erabe 
gelegten 3^^^wngSebene. 

49. 2. Seifpiel. ^Parallelebenen roinbfdfiiefer ©eraben. 

3wei beliebige 2Binbfd^iefe geben bie §auptauäbel^nungen für jebe gu 
il^nen parallele @bene, b. 1^. jiel^t man burd^ einen beliebigen ^unft j\u beiben 
SBinbfd^iefen bie parallelen, fo ift beren ßbene eine Sbene ber ^araHelebenen« 
fd^ar, bie man gu jroei SBinbfd^iefen legen !ann. 

3n)ei ©benen biefer ©d^ar gelten burc^ bie SEBinbfd^iefen felbft. Sie finb 
bie „^arallelebenen ber beiben SBinbfd^iefen", beftimmt burd^ je eine SBinbfc^iefe 
unb bie parallele burd^ einen i^rer fünfte gur anberen 2BinbfdE)iefen. 

93ei Slufgaben über roinbfd^iefe ©erabe fmb bie ^ParaHelebenen berfelben 
oft t)on Stufen. 

50. 3. Seifpiel. 3wifd^en gtoei geg. roinbfd^iefe ©erabe eine ©tredfe 
t)on geg. Sänge a fo ju legen, ba^ fte einer geg. @bene parallel ift. 

Segt man bie ©tredfe a parallel ©bene SS 
beliebig jmifc^en bie ^Parallelebenen (gh') unb 8^9- ^^* 

(g'h) ber beiben SBinbfc^iefen g unb h, fo j-31. * 

ift biefelbe fid^ felbft parallel nad^ ber einen / hy^\ Q' 

Söinbfd^iefen unb bann längä biefer biä jum / jC<^- \--/g \j xr 

©d^nitt mit ber anberen SBinbfd^iefen ju Der-- 
fd^ieben. (gig. 20.) 

2)ie Sd)nittgerabe s ber ^hzm (g'h) / y Y'\ /P\ / 9 

unb ber burd^ einen beliebigen $unft P auf g 
parattel 2 gelegten ©bene mirb oon bem 

aus P mit a in befd^riebenen Äreiä im allgemeinen in ^roei fünften Q unb Q' 
getroffen, ©ie ^araflelen ju g in (g'h) burd^ Q unb Q' beftimmen auf h bie 
©nbpunfte X unb X' ber gefucl)ten ©tredfen XY||PQ unb X'Y' ||P'Q'. 
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51. 4. 33eifpiel. @inc (Serabc §u jcid^ncn, bic brei geg. SEBinbfci^iefe fo 
fd)neibet, bafe bie burd^ bic ©d^nittpunfte begrenjten ©trecfen ein geg. Ser^ 
l^ättnig l^abcn. 

3)ic ^Paraffclcbcncn (gh') unb (g'h) i^rocicr ber brei SBinbfc^iefen be- 
ftimnten auf ber britten S33inbfdE)iefen f eine 6tredfe P Q, bie burd^ ben Sd^nitt^ 
punft Z mit ber gefud^ten (Seraben ebenfattö im geg. 35erl^ältnig geteilt wirb, 
^ic gefud^tc ®erabe burd^ Z mu^ g unb h jd^neiben, ift alfo ©d^nittgerabe ber 
Ebenen (Zg) unb (Zh). 

SSerl^inbert eine ungünftige Sage t)on f bie SSeftimmung ber ©nbpunite P 
tinb Q unb bal^er beS Jcilpunftö Z, fo lä^t fid^ Z auf f ani) beftimmen burd; 

bie ^arallclebene , bie burd^ ben 2^eilpunft 
Sig. 21. irgenb einer beliebigen, günftiger jroifd^en ben 

^araHelebenen liegenben, im felben SScri^ältniä 
geteilten ©tredfe gelegt ift. ©ig. 21.) 

52. 5. Seifpiel. parallel einer ©e-- 
raben f eine (Serabe gu ji^^^^f i>ic jw^^i g^g« 
roinbfd^iefe ©crabe g unb h fd^neibet. 

2)ie gu f paraffele gefud^te (Serabe ift 
gemeinfd^aftlid^e ^auptbimenfion jebcr ber bei- 
ben (^btnzxi, bic fie mit ben beiben SBinb; 
fd^icfcn g unb h beftimmt. 2)iefc Ebenen finb 

parallel f. 2)ie gefud^te ®erabe ift fomit ©d^nittgerabe ber beiben, burd^ bie 

3Binbfd^iefen g unb h ju f parallel gelegten dUnm. 

53. aufgaben jum IL aibfd^nitt: 

1. 2Baä ift ber geometrifd^e Ort aller ^Parallelen burd^ einen ^ßunft au^er- 
l^alb einer (Shtm gu fämtlidficn ®eraben berfelben? 

2. 3)urd^ einen geg. $unft eine (Serabe ju j\iel^en, bie eine geg. 6bene 
unb eine §u biefer parallele (Serabc fo fdEincibct, baj bie jroifd^cn beibe 
faHenbc ©tredfc eine geg. Sänge l^at. 

3. parallel einer geg. ©craben eine ©erabe ju gicl^en, bie eine geg. ©c^ 
rabe unb eine geg. Äreiölinie (ebene Äuroe) fd^neibet. 

4. 3toei in einer @benc gejeid^nete ©trerfen von gleicher Sänge werben 
oon einem beliebigen ^unft au^erl^alb auf eine ^ßaratlclcbene projiziert. 
3Sergleid^e bie ^rojeftionen. 

5. 3n einer üon jroei ^arallclebcnen fei ein 3Sielerf gejeid^net, in ber 
anberen eine, einer ©eite bcöfelbcn cntfprcd^cnbc, paraffelc ©tredfe. 2)a§ 
äl^nlid^c 3Sielcdf ju oenjollftänbigen. 

6. ©cgeben bie 2lffinität§ad^fc, ein ebenes SBiclerf unb ein einer 6dfe bcö= 
felben entfpred^enber (Srfpunit beS affinen SBieledfS. Sc|tereS ju oer^ 
üoKftänbigen. 

7. ^Parallele ©erabe merben oon einem ßbcncnbüfd^cl nad^ proportionalen 
©trcrfen gefd^nitten. 



Senltetfite Sage »on ©etohtn unb Gtenen, 27 

8, 3)tei geg. 5PorüIl[e(ebenen bur(^t eine ®etQbe fo ju fi^neiben, ba| ber 
Untetfi^ieb ber entfte^tenben Slbfdinitte gleid^ einet geg. ©ttecfe ntetbe. 

9. 3" ^"^«i S«9- ^aroMebenen eine nierte ju legen, fo ba|i jebe beliebige 
©etobe oon ben uiet ©benen nad) ftonnontf(iien ^unlfen gefii&nitten toitb. 

10. ^ie 3)litten aüex Serbinbungägeraben ber fünfte jroeiei; Sinbfdiiefen 
liegen in einer @6ene. 

11. ©ine ßbene, bie ju jroei Seiten eines roinbfttiiefen SSieredtS poraßel ift, 
teilt bie beiben onberen im felfien SBer^öItnis. 

12. ©inb brei roinbfi^iefe ®erobe berfelben (Sbene paraHel, fo roerben auf alten 
©eraben, loelAe bie biet erften treffen, ptopottionaU ©tüde abgefi^nitten ; 
aui) fmb fämtlid)e ©erabe, roetdie bie btei erften treffen, einer beftimmten 
Ebene paraHet unb fdtneiben auf biefen proportionale Stücfe ab. 

13. 3:eilt man jebeä ber beiben ^aax ©egenfeiten eineä roinbfd^iefen 93ier! 
ed% in einem geniiffen ^er^ältniä unb oerbinbet bie Xeilpunfte burd) 
©erabe, fo liegen biefe in einer &bent. 

14. Iiie 3Kitten ber oier Seiten eines roinbfc^iefen 3Jieteifä liegen in einer 
Ebene unb ftnb bie Etfen eineä ^oraHelogrammä ; ebenfo bie 3Ritten 
je jnteier @egenfeiten unb ber jmei diagonalen. 

15. ^ie brei SSerbinbungägeraben ber 3)iitten je jnieier ©egenfeiten unb 
ber i^roei diagonalen eines minbf^iefen SieredS f^netben fii^ in einem 
$unlt unb Iialbieren fidi gegenfeitig in bemfelben. 

16. Iirei roinbfdiiefe ©erabe burt^ eine oierte ®erabe fo ju fiiineiben, bafe 
auf le^terer gleiche Stücte abgefc^nitten meiben. 



lil. IV6r<$nitt. 

$ftiltrril)tr |i|r ttn ftrialirii nob Witnn, 

§ttut ftviitt^f ({tut ^txaitn. 

54. 2)refit ftdi bet re(^te Sffiinlel AXB um ben ©t^entel AX als Sc^fe 
in bie Sage AXC, fo gel)ött jebenfaQS bie ^erbinbungSgetabe jroeter beliebiger 
5ßunlte B unb C bes brefienben ©c&entel^ unb ba^er 
aad) bie SBerbinbungSgerabe eineS beliebigen ^unttS D "'S' ^^■ 

auf BC mit bem Si^eitel X be^ regten Sinlelä bet 
ebene BXC an unb XD ift ebenfalls eine Sage beS 
bre^enben ©(^enletö, (obalb beroiefen ift, bafe 

<i:axd = 90». 

a) Semeis nadi Eutlib: Um einen 3Qinfe( 
als rectiten gu ertennen, oergleic&e man i^n mit feinem 
tRebenraintel. Verlängert man ba^er einen feiner 
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©d^cnlct, etwa AX um fic^ felbft biä A', fo roäre, ba AX = A'X unb DX 

gemeinfc^aftKci^ 

AAXD^AA'XD, fobalb AD = A'D 

9iun folgt aitx auä 

AAXB^AA'XB, bag AB = A'B 

unb auä 

AAXC^AA'XC, ba^ AC = A'C 
unb bälget aud^ 

ABAC^ABA'C ' 

ba BC gcmcmfrfiaftlici^. 3)urc^ SDre^ung um bicfc Seite laffen fxd) bic beiben 
legten Dreiedfc jur 3)edfung bringen, bal^er 

AD = A'D 

unb fomit bie 5tebenn)infel 

< AXD = < A' XD = 90« 



b) Semeiä na 6) Segenbre, bcrul^cnb auf ber Umfel^rung beä ppti^a- 
goräifd^en Sel^rfa|eä: 3ft baö Quabrat über einer 2)reictf feite glcid^ ber ©ummc 
ber Ouabrate über ben beiben anberen ©eiten, fo fd^lie^en biefc festeren einen 

redeten SBinfel ein. 2)ie jQuabrate ber ©eiten AD 
unb XD in ber bemnad^ für AAXD ju cnt- 
n)ic!e(nben (Sleid^ung treten mit ben ©eiten fd^ief^ 
roinfliger S)reiedfe in Segiel^ung, fobalb AD unb XD 
©c^roerlinien biefer S)reiecfe merben. Verlängert 
man bal^er XD um fid^ felbft biä E, fo beftimmen 
EPIIBX unb EQIICX bie ©eite PQ, bercn 
5Kitte D ift. ©benfo mie A PXQ benle man ftd^ 
APAQ jum Parallelogramm mit 2)iagonalfd^nitt5 
punft D oerooßftänbigt, bann ift nac^ bem 

©a^: 2)ie ©umme ber Quabrate über ben 2)iagonalen eineä ^Paraffelo^ 
grammä ift gteid^ ber ©umme ber Quabrate über ben oier ©eiten, 

(2 AD)« + (2PD)« = 2AP « + AQ' 
(2DX)'^ + (2PD)' = 2XP« + 2XQ2 




abgezogen 



ober 
fomit 
ober 
bal^er 



(2 AD) 



(2DX)« 
4AD'- 



2(AP2 — XP^) + 2(AQ2 — XQ«) 



-4DX* = 2AX2 + 2AX2 

AD^ — DX« = AX^ 

AX' + DX2 = AD« 

<AXD = 90^ 
®ullib um 300 0. Sl^r. in Slleianbrien fd^rieb „Sie Elemente ber ©eometrie 



n 



in breijel^n Sudlern. 



©cnfrcd^tc Sage oon Ocrabcn unb 66encn. 
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Slnbrien 5!Jlaric Scgenbre, geboren in 2^ouloufe 1752; 1795 5ßrofejfor an 
ber Ecole normale in 5ßariä; geftorben 1833. 

55i Seibe Serocife ergeben: AX fte^t fenlred^t ju fämtlid^en, burd^ X 
gezogenen ©eraben ber 6bene (BXC) unb fomit, ba burd^ 5ßaraffelt)erfd^iebung 
tiefer ©eraben in il^rer ®bene bie SBSinfelgröJen fid^ nid^t änbern, AX fenfrec^t 
ju atten ©eraben biefer &htm, b. 1^. fenlredfit jur @bene felbft, aU bem S^tbegriff 
il^rer fämtUd^en ©eraben. 3)al^er 

©a|: 3)rel^t fid^ ein redfiter SBinfel um einen feiner ©d^enfel afe fefte 
Sld^fe, fo befd^reibt ber beroeglid^e ©d^enlel eine, junt feften ©d^en!el fenlredfite 
©bene unb umgelel^rt: 

Sefd^reibt bei ber S)rel^ung eineö S5Binfe(§ um einen feiner ©d^enfel alö 
fefte 2ld^fe ber bemeglid^e ©d^enlel eine ©bene, fo ift ber Söinlet ein redfiter. 

Ober, ba bie ßbene burd^ jroei il^rer ©eraben erfe|t werben fann: 

©a|: ©tef)t eine ©erabe auf jroei anberen im ©d^nittpunft berfelben 
fenlred^t, fo fte^t fie auf bcren Sbene fenfred^t. 

Ober, ba burdf) ^aralleloerfd^iebung SBinfelgrö^en fic^ nid;t änbern, ber 
ÜBinfel gmeier minbfd^iefer ©eraben alfo berjenige SEBinfel ift, ben bie j^um 
©d^nitt gebrad^ten parallel oerfd^obenen ©eraben mit einanber einf d^liefecn : 

©a^: (Sine ©erabe ftel^t auf einer (Sitnt fenfred^t, menn fte ju jmei 
beliebigen ©eraben berfelben fenlrec^t ftel^t; 

unb fd^Iie^Iid^ allgemein: 

©a^: SP Don brei minbfd^iefen ©eraben bie eine ju ben beiben anberen 
fenfred^t, fo ftel^t fie auf beren ^araffelebenen fenlred[)t. 



56. SBerfd^iebt man bie ju ben SBinbfd^iefen g unb h unb bal^er ju beren 
^araffelebenen (gh') unb (g'h) ©enlredfite f fid^ felbft parallel nad^ g unb längs 
g bis jum ©d^nitt mit h in bie Sage f , fo ift f 
bie einjig möglid^e ©erabe, meldte beibe SBinbs 
fd^iefen g unb h red^tminllig fd^neibet. 3ift XY 
i)ic gmifc^en g unb h faUenbe ©tredfe t)on f , fo ift 
jebe ©tretfe oon X nad^ einem beliebigen 5Pun!t Z 
auf h afö §9potenufe beS red^troinfligen 3)reietfg 
XYZ größer als bie Äatl[)ete XY, ebenfo geigt 
fic^, bafe unter allen oon Y nad^ g gezogenen 
©tredfen YX bie Ileinfte ift, bal^er l^ei^t XY bie 
f ürjefte (Sntfemung ber beiben 2BinbfdE)iefen g unb h. 
©ie ift jugleid^ ber Slbftanb ber beiben ^araUel^ 

eh^nm von g unb h unb oerbinbet bie einanber am näd^ften gelegenen $Punftc 
biefer SBinbfd^iefen. 
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57. Unter aßen oon einem ^unft naö) einer Gbene gezogenen Strecfen 
ift baS 2ot auf bie 66ene bie fürjcfte. 

68. 2)a eS unmöglid^ ift, burd^ perfpeftiüe 2lbbilbung in bie (Sbene bie 
räumlirfie ©igenfd^aft ju übertragen, ba^ eine (Serabe auf jroei anberen fenfred^t 
ftel^t — in ber Qhtnt giebt eä befanntlid^ nur eine ©erabe, bie ^n einer anberen 
fenlred^t ftel^t — unb ba jubem redete SBinfel fid^ im allgemeinen nic^t roieber 
als red[)te abbilben, fo fei, um bod^ ben ßinbrurf beö ©enfred()tftel^enS ju erl^alten, 
bie Uebereinfunft getroffen, bie ju einer Qbmt fenfredfite ©erabe menigftenö 
ju einer ber ©eiten beS bie ßbene barftettenben ^araCelogrammä fenfrerfit gu 
jeid^nen. 

'SBiffetCofeBette. 

59. 2)ie ßbene, bie im SKittelpunft einer Stredfe auf biefer fenfred^t ftel^t, 
l^ei^t 3KittelIotebene. 

3n 54) ift ebene (B X C) aJtittellotebene ju A A'. 2)ie fünfte A unb 
A' liegen fpmmetrifd^ gu (BXC). 35crbinbet man irgenb einen ^jSunft P biefer 
ebene mit X, A unb A' fo ift AAXP^AA'XP, ba^er AP = A'P, 
fomit 

@a^: ®ie 3Rittenotebene einer ©tredfe ift geometrifd^er Drt aller 5ßunfte, 
bie oon ben Snbpunften biefer ©tredfe gleid^e ©ntfernungen l^aben. 



95eifpie(e. 

60. 1. Seifpiel: ^n einem ^unft einer ©eraben bie gu i^r fenfred^te 
ebene ju legen. 

2ege burd^ bie ©erabe jroei beliebige 3ßic^i^u«9ä^6cn^tt unb errid^te in 
jeber berfelben auf ber geg. ©eraben im geg. 5ßun!t baä 2ot, fo ift t>k burd^ 
biefe beiben Sote gelegte ebene bie gefud^te. 

61. 2. Seifpiel. ^n einem $unft einer ebene auf biefer baS 2ot ju 
errid^ten. 

3iel^e burd^ ben geg. 5Pun!t P in ber geg. ebene JS beliebig gmei ju ein- 
anber fenlred^te ©eraben g unb h. errid^te in ber beliebig burd^ eine biefer 

©eraben, etwa g, gelegten Qbtm auf g in P baS 
2ot f, fo ift ba§ in ebene (f h) auf h in P errid^tete 
2ot X jugleic^ baä 2ot gur &Unt 2. 2)enn 

g J- f, gemäjj 3eid^nung 




unb fomit 
ferner 



g X X, weil X in (f h) 
h J_ X, gemä^ ß^icJ^^w^^S 



(gh) _L X ober x JL -S' 
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62. 3. SeifpieL 3Son einem 5ßunft auf eine S6cne ba§ Sot gu fällen, 
^älle in ber, biird^ ben geg. 5PunIt Q unb eine Beliebige ©erabe g ber 

geg. @6ene 2 gelegten @6ene ^ baS Sot QP _L g unb errid^te in 2 auf g 
in P baS Sot h, fo ift baä in ßbene (f h) tjon Q auf h gefaßte Sot QX ju-^ 
gleid^ ba§ Sot auf bie geg. S6ene. ^ig. 25. 

63. 4. Seifpiel. 3^^^^^ ^i^ lürjefte (Entfernung jroeier rcinbfd^iefen 
©eraben. 

%'cSiz t)on einem beliebigen 5ßun!t ber einen SBinbfd^iefen g baä Sot auf 
bie burc^ h parallel g gelegte ©bene (hg') unb oerfc^iebe biefeS Sot ^xi^ felbft 
pataffel längö g bis i\xm Sdjnitt mit h. §ig. 24. 

2Baä für eine Sinie befc^reibt l^ierbei ber ^u^punlt beg Sota? 

2BaS ift ber Ort aller fünfte, bie oon einer geg. ßbene eine geg. 6nt? 
fernung ^aben? Slntroort: S)ie beiberfeitigen ^araUelebenen im geg. 3lbftanb. 

64. 5. Seifpiel. ©efud^t ber Crt affer fünfte, bie oon brei geg. 
5ßunften gleid^e Entfernungen l^aben. 

3ft (ABC) bie ebene ber brei ^ßunfte unb X ein 5ßunft be§ DrtS, \t> 
fäffe man, ba e§ ftd^ um (Entfernungen be§ 5Punftä t)on 5Punften ber (Ebene 
^anbelt, t)on X ba§ Sot XOx (ABC). 35ann ift 

<XOA = <XOB = <XOC = 90« 
AX = BX = CX 

unb XO gemeinfd^aftlid), bal^er 

AXOA^ AXOB^ AXOC 
njorauä 

0A = 0B = OC 

b. ^. ift UmfreiSmittetpunIt beS A ABC. äffe fünfte X be§ gefud^ten Drt& 
l^aben bal^er bie (Eigenf d^aft , ba^ bie t)on il^nen auf (ABC) gefällten Sote im 
Umlreiämittelpunlt biefeS 3)reiedS treffen; ba aber in auf (ABC) nur ein 
Sot möglid^ ift, fo folgt: 

©a|: 2)er Ort affer fünfte, meldte t)on brei geg. ^ßunlten gleid^e (Ent^ 
fcrnungen l^aben, ift baä im Umireiämittelpunft beä 2)reiedfS ber brei fünfte 
auf ber (Ebene beSfelben erridfitete Sot. 

aSerfc^iebt man XO fid^ felbft paraffel burd) bie 3)titte P ber Seite BC 
in bie Sage X'P, fo ift: 

CPJ_X'F unb CFX DP ba§er CP±(XPO) 

b. 1^. bie burd^ XO unb bie SKitte einer 2)reiedffeite gelegte ©bene ift bie SKittel« 
lotebene biefer ©eite unb fomit 

©a^: 3)ie brei 3Jlittellotebenen ber ©eiten eines beliebigen 2)reiedfS fd^neiben 
fid^ nad^ ber im UmfreiSmittelpunft beS 2)reiedEg jur (Ebene beSfelben fenfred^ten 
©eraben. 
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3)ie ©igcnfd^aft bcr 3KitteUotebcnc ate geometrifd^er Ort l^ätte bemnad^ 
ebcnfo gur Sbfung bcr ^Jragc gcfül^rt. 

3lft ein weiterer ^unft D gegeben, fo trifft bie 3WitteUotebene ju ber SSer^ 

binbungSgeraben biefeS 5ßunftä mit einem ber brei anfängKd^ gegebenen, alfo 

etwa ju DA, baö Sot im UmfreiSmittelpunft beä 2)reiecfS ABC in einem 

^unft Y. 2)ann ift 

YA = YB = YC = YD 

b. 1^. bie SKittellotebenen ber fed^S 3Ser6inbungSgeraben t)on t)ier nid^t in einer 
(Sbene Hegenben 5ßunften fd^neiben ^\i) in einem 5ßunlt, ber t)on biefen t)ier 
geg. ^ßunften gleiche Entfernungen f)at 

2)iefer Sd^nittpunft ift fomit ber SKittelpunft einer Äugel burd^ bie oier 
geg. 5punfte unb ba^er 

© a ^ : Sine Äugel ift beftimmt burd^ t)ier 5Punf te il^rer gläd^e (affgemein, 
burd^ t)ier Sebingungen). 

■ 

65. 6. 33eifpiel. 2)urd^ eine geg. (Serabe eine (Sbene ju legen, bie t)on 
einem geg. $un!t eine geg. Entfernung l^at. 

3)ie gefud^te, burd^ g gelegte ^bzm JS, von meld^er P ben geg. Slbftanb 
PX = d l^aben möge, ift a(§ Ebene (Xg) beftimmt, fobalb ber ^u^punft X 

gefunben ift. 3lun beftimmen 5ßunft P unb (Serabe g 
in Ebene (Pg) ^^^ 2ot 



gig. 26. 




P A ± g, ferner ba PX J. ^ aud^ PX X g, 
fomit (PAX)Xg 

b. f). man l^at burd^ PA bie ju g fenfred^te Ebene gu 
legen, bann ift X bie Spi^e beä in biefer Ebene über 
ber ^^potenufe PA mit ber ^atl^ete PX = d gejeid^neten 
red^troinMigen 2)reierfä. STOöglic^feit ber Söfungen ab^ 
l^ängig von PA ^ d? 



66. 3)rel^t ftdf) bie Ebene be§ redeten SBinfefö AXB um ben ©d^enlel 
AX ate fefte 2ld^fe in bie Sage AXC (§ig. 22) unb beträgt bie 2)re^ung ben 
n-ten Xeil einer »offen Umbrel^ung, burd^ meldte bie fünfte ber Ebene mieber 
in i^re urfprünglid^e Sage fommen mürben, fo beträgt ber von bem bemeglid^en 
©d^enlel XB in ber von if)m erzeugten gu AX fenfred[)ten Ebene (BXC) be^ 
fc^riebene SBinlel BXC ben ebenfot)ieIten 2^eil von 360 <>. Seine anbere jmei 
©erabe, al§ bie in X gur Sld^fe fenf redeten BX unb CX mürben g. 33. bei 
einer SSiertelSbrel^ung ber Ebene (AXB) einen rechten SBinlel unb jugfeid^ bei 
einer l^alben Umbrel^ung biefer (Bbtm einen geftredften Sßinlel bilben. SBinfel 
BXC ift alfo baä 3Ra^ für bie ©rö^e ber 2)rel^ung ber Ebenen (AXB) unb 
(AXC) gegeneinanber, bal^er 



©cn!rcd^tc Sage oon ©eraben unb Qhtntn, 



sa 



©a^: 35cr 3Bin!cI jrocicr @6enen, ber fogen. Äcitoinfel, ift bcrjenige 
SBinIcl, ben bie in beiben 66encn auf beren Sd^nittgcrabc in einem beliebigen 
^unlt betreiben errid^teten Sote miteinanber einfd^Iie^en. 

Ober, ba bie (Bbtn^ ber beiben Sote ^ur Sd^nittgeraben beiber ©benen 
fenlred^t fielet: 

!3ebe jur ©d^nittgetaben jroeiet ßbenen fenfred^te &tnt (Äeilroinfelebene) 
fc^neibet bie beiben ditmn naö) jroei ©eraben, beren SBinfel ber ÄeilroinM ber 
6eiben (^htmn ift. 

3Ran erl^ält alä SBinfel jroeier (Sbenen groei Äeilroinfel, bie SReben^ 
roinfel finb. 

67. 5Die in ben ßbenen (AXB) unb (BXC) gu XB in X ©enf regten 
XA unb XF f daließen ben Äeilroinfel biefer jroei ®benen ein, fomit, ba XA 
gemä^ 55) auf allen ©raben ber ebene (BXC) fenfred^t ftel^t, alfo <^AXr 
= 90« ift, 

©a|: ©tel^t eine ©erabe fen!red^t auf einer ebene, fo ftel^t aud^ jjebe 
burd^ bie ©erabe gelegte Sbene |^u jener Sbene fenfred^t. 

68. Seftimmt man bie Äeilroinfel ber ebene (BXC) mit allen gu il^r 
fenfred^ten ebenen, fo finb bie in biefen ebenen licgenben ©c^enlef berfelben 
fämtlid^ ju (BXC) fenfred^t unb bal^er parallel; AX ift fomit eine gemein-- 
fd^aftlid^e ^auptauöbel^nung aller jur ebene (BXC) fenfred^ten ebenen, bal^er 

©a^: 2)ie ©d^nittgeraben aller auf einer ebene fenfred^ten ebenen finb 
ebenfalls auf biefer ebene fenfred^t. 

Ober: ©te^t eine ebene auf jmei anberen fenfred^t, fo ftel^t fie auf beren 
©d^nittgeraben fenfred^t. 

Seifpiele. 

69. 1. Seifpiel. 3)urd^ eine geg. ©erabe eine ebene ju legen, bie mit 
einer geg. ebene einen geg. 2BinfeI bilbet. 

%äüt t)on einem beliebigen $un!t P ber geg. @e= 5*9- 27. 

raben g ba§ Sot PX auf bie ©d^nittgerabe s ber geg. 
©bene ^ unb ber gefud^ten burd^ g gel^enben ebene 0\ 
errid^te in X auf s in -2* baö Sot XQ, fo ift <PXQ 
ber geg. Äeilminfel cc. 

gättePQ ± XQ, bann ift aud^, meil (PXQ) JL s, 
PQ ±s unb fomit PQX-S 

2)aö rcd^troinflige APQX fann bal^er in einer 
^iebenjeid^nung in mal^rer ©rö^e gejeid^net werben au§ 
<$; a unb ber ©egenfatl^ete P Q , ber entf ernung beä 
^unltä P Don JS. ^ann ift ber mit ber anberen Äa= 
tl^ete QX um ben ^ufepunft Q beS Sota PQ in -S* be-- 

@auetbed, @tereometrte. 
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fcl)tte6cne Ärciä geometrifd^cr Cxi für X unb ba s -L QX, |o tft s bic, oom 
Sd^nittpunlt S ber ©eraben g unb ber @6ene J? an biefen jtretd gezogene 
2^angentc unb bal^cr (Ps) bic gefud^te Gbcnc. 3lnjal^l ber Söfungcn pcl^e 
27. 



70. 2. Scifpiel. Crt aller ^ßunfte, bie oon jroet ftd^ fd^neibenben ®e= 
raben (@6enen) gleid^e Entfernungen ^aben? 

Sft X ein ?5unlt beS gefud^ten DrtS, alfo XQ = XR, wobei XQ -L g 
unb XR _L h, fo fälle man, ba eä fid^ um ßntfemungen jenes ^unfts uon ben 
©eraben einer Ebene l^anbelt, XPx(gh), bann ift JXPQ ^ JXPR unb 
fomit PQ = PR. Slber ba h _L XP, benn XP ± (gh), unb h _L XR, fo 
folgt h J. (XPR) unb entfprec^enb g J. (XPQ) 

fomit hJLPR „ „ gJLPQ, 

bal^er < PAR = < PAQ 

b. f). bie ^u^punlte fämtlid^er Sote, bie oon ben fünften X beS gefud^ten Crt^ 
auf bie (Bhtnt ber geg. ©eraben gefällt werben, finb fünfte ber ^albierungä- 

geraben beS SBinfelS beiber ©eraben, ober 

Sa$: 2)ie fenfred^t /\ur 66ene jmeier ©eraben 
burd^ bie ^albierungSgeraben il^reä Söinfelä gelegten 
Ebenen, bie fogen. minfell^albierenben Ebenen ber ©c- 
raben, finb Ort aller fünfte, bie oon beiben ©eraben 
gleid^e Entfernungen l^aben. 

SSerfd^iebt man XP fid^ fetbft parallel burd^ bie 
Spi^e A beS SBinfelö ber ©eraben in bie Sage s, fo 
ift ber SESinfel ber ©eraben g unb h jugleid^ ber Seil^ 
minlel ber Ebenen (gs) unb (hs): 

2)ie burd^ bie ©dinittgerabe gmeier Ebenen unb 
bie ^albierungSgeraben i^rer Äeilroinlel gelegten (jur 
Ebene berfelben fenfred^ten) Ebenen l^ei^en roinfel^albierenbe Ebenen ber geg. 
Ebenen. 

^ättt man üon einem beliebigen ^Punft X ber minlell^albierenben Ebene 
(XPA) ber Ebenen (gs) unb (hs) bie Sote XV unb XU auf le^tere, fo ift 
bie Ebene (UXV) biefer Sote parallel Ebene (gh) unb bie Jtongruen^ ber beiben 
oon il^r erzeugten f^mmetrifd; liegenben red^troinfligen 3)reiedfe XUB unb XVB 
ergiebt bie ©leid^l^eit ber Sote felbft. 2)al^er 

©a^: 2)ie roinfell^albierenben Ebenen jroeier geg. Ebenen finb Ort aller 
fünfte, bie oon ben geg. Ebenen gleiche Entfernungen l^aben. 

®a bie §albierungggeraben ber Äeilminfel jmeier Ebenen aufeinanbcr 
fenfred^t ftel^en, fo finb auc^ bie minlell^albierenben Ebenen le^terer gu einanber 
fenfred^t. 

71. gSejeic^net man mit 0', ¥', ^' bejm. 0\ V", ^" bie ^albierungö- 
ebenen ber Äeil= bejm. ^lebenfeilminfel ber Ebenen ^^, -2*0, 0V, meld^ 
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leitete fid^ in 0, bcm äuge, treffen mögen, fo ift gemä^ 70) bie burd^ O gel^enbe 

©d^nittgcrabe ber Gbenen 0' unb ^ Ort aCer fünfte, bie von 0, V, 2 

gleid^e ßntfemungen l^aben. 2)iefe ©c^nittgerabe 

gel^ört fomit aud^ 2*, ber brüten ber in ben S^ö- 29. 

inneren aSinfelraum ber 66enen *, V, JS ftd^ 

crftredfenben roinfell^albierenben Ebenen, an. SJie- 

felbe Betrachtung für bie 2lu^enn)in!elräume ergiebt 

brei weitere ©eraben burc^ 0, bie ©c^nittgeraben 

je einer inneren roinfell^albierenben 6bene unb ber-- 

jenigen beiben äußeren, roeld^e bie biefent ^nnen^ 

roinfel nid^t jugel^örigen Slu^enfeile l^albieren: 

2)al^er 

Sa|: Ort fämtlid^er fünfte, roeld^e t)on brei geg. ßbenen gleid^e Gnt^ 
fernungen l^aben, finb bie burd^ ben ©d^nittpunft ber geg. ©benen ge^enben uier 
©c^nittgerabcn, in benen fid^ bie fed^S roinlell^albierenben ßbenen ber geg. ßbenen 
^n je breien treffen. 

72. 6ine beliebige üierte ßbene £2, bie 3^i^^wnggebene , bilbet mit ben 
brei geg. ©benen 0, W, 2 eine breifeitige $pramibe , aud^ letraeber genannt. 
2)ie ben ^i^i^^^^öwm beäfelben fc^neibenbe §aIbierungSebene beä ÄeilS ß trifft 
bie ©d^nittgerabe (^' ^'JS*') in einem 5Punft, ber t)on fämtlid^en t)ier 2^etraebers 
ebenen gleid^e 6ntfcrnungen l^at. 2)urd^ i^n gelten fomit bie ebenfattä ben 
Snnenraum fc§neibenben roinfell^albierenben Gbenen ber Äeile ß'F unb £12. 
3lu§ benfelben ©rünben fd^neiben fid^ bie ^albierungöebenen ber 2lufeenfeile pon 
ß mit 0, V, JS, bie bemfelben üon (enteren Gbenen gebilbeten ^nnenroinfel-- 
räum angel^ören, in einem j^roeiten 5ßunft ber t)on ber 2^etraebererfe auägei^en^ 
ben ©c^nittgeraben {0*V*2'). ©e^t man biefe Setrad^tung für bie anberen 
Xetraebered^en fort, fo folgt ber 

©a^: 2)ie jroölf minfell^albierenben Qbzmn t)on mer beliebigen, nic^t 
burd^ einen ^un!t gel^enben ©benen fc^neiben fic^ §u je fed^ö in üier fünften, 
bie oon ben geg. ©benen gleid)e ©ntfernungen l^abcn. 



^tf9^gonaC)iroie&fton ober fenftrec^fe '^axaKttptx^i^tUii^t. 

73. S)ie befonbere 2lrt ber ^aralle[perfpeftit)e, bei meld^er bie ^rojeftionä^ 
ftral^Ien nid^t fd()räg, fonbern fenfred^t (ortl^ogonal) jur ^rojeltionäs ober SSilbs 
ebene auffallen, l^ei^t OrtJ^ogonalprojeftion ober furjroeg „^rojeftion". ©prid^t 
man t)on ber ^rojeftion eines 5ßunfteS f d^Ied^troeg , fo üerftel^t man barunter 
ftetä ben gufepunft beä t)om ^unft auf bie SSilbebene gefäüten SoteS. gür 
bie Crtl^ogonalprojeftion gelten bie frül^er entroidfelten @efe|e ber ^arallel= 
perfpeftioe. 
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^ittKrC einer ^eraben mif (inet ^ftenc. 

74. Gin« ©etabe bilbet mit einer @6ene, b. ^. mit ben unenblicfi oielen 
©eraben berjelben, bie t)et(d()iebenften SBinlef. 3fl AB' bie ^tojettion ber 
Strede AB auf biefe @bene, bie mit AB ben einen gnbpuntt A gemein ^aben 

möge, fo fiat unter allen S>teieifen mit betfelben ©eite 

gig. 30. AB unb ber eSenfaHä gleid^en, auf ben Straften be« 

aB Süji^etä A ber Ebene oon A au8 abgefc^nittenen 

// jroeiten Seite AB' :^ AB" =:•■•• baä in ber pto^ 

/ / jijietenben CSBene ber ©trerfe AB licflenbe AAB'B 

/--■T « bie (leinfte brüte eeile BB' ^ BB" Z u. f. f. S^t 

j /P\.lc'._.Lj£' / liegt bo^er aud^ bet {(einfte aßinieKBAB', gegen^ 

/ ^- — ^» / ii6et. SRan ip übereingelommen biefen tieinften ^inlel 

*~7 ülä ben Sinfel bet ©eraben AB mit ber 66ene ju 

/ begeii^nen. 2)Q^er 

®a^: Unter bem 3Bin(eI einer @eraben mit einer @bene nerftetit man 
ben SBinfei biefer ®craben mit i^ier ^rojeftion auf bie (Sbene. @v ift unter 
fämtlid)en Rinteln, roeli^e bie @eiabe mit ber @5ene bilbet, bet fleinfte. 

75. 3fl <p ber ffiintel, ben bie ®erobe AB mit @6ene 2 bilbet , fo ift 
bie ^tojeEtion B'C irgenb einer SttedEe BC jener ®etaben 

B'C'#CK = BC.coaf 

©inb bie projijierenben Sote BB' unb CO' ber (Snbpuntte ber Streife BC ge; 
geben, fo pnbet man ^Beigungärointel unb ^rojeiftion biefer ©ttedEe, roenn man 
baS Xtapej BB'C'C in mottet ®töfee jeit^net. gut bie SSetet^nung ift 

BB' — CC 
ainy = — -g^ 

76. ^tojijiett man itgenb ein giädienftütf F ber ßbene * auf bie Silb^ 
ebene ^ in bet beflimmten ^eife, bafi man in ben unenblii^ oieCen unb unenbs 

li(^ benachbarten, jur Sd^nittgeraben BiDj beiber 
Stfl- 31. Ebenen unb fomit au(ft ju 2! fenfred)ten, pro- 

jijierenben Ebenen A, D| A,' . . , auf beten 
Sc^nittgetaben mit 2 vom Umfang ber ^lädie F 
bie 2ote A, A,', B|Bi' . . . ffiBt, fo fi^neiben je 
jraei aufeinanbetfolgenbe, unenblid^ benact)barte 
ebenen A|D|A|' unb AjD^Aj', bo fie paraöel 
finb, aus F unb feiner ^rojeltion F ^raei un; 
enb[i<!^ fc&male, imifii^en A|B, II AjB-j unb 
A|'Bi' [| Aj'Bj' liegenbe (^lädienftreifen , fogen. 
gläii^enelemente, AiB, BjAj unb beffen ?pto= 
jeltion A|'B,'B2'Ai' auä, bie al€ Irapeje be-- 
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trachtet werben fönnen, ba bie unenblid^ Meinen Sögen Aj A2, B1B2, A/ A./, Bi'B/ 
mit il^ren Seltnen t)ern)eci^felt werben bürfen. S)er Slbftanb OiC^ ber ^arattel^ 
feiten AiBi unb A^Bj, bie fogen. §5^e be« IrapejcS AiB,B2A2; ift parallel s, 
alfo aud) parallel J^, projiziert ftc^ fomit auf 2 in wal^rer ®rö^e alg $ö^e be$ 
I^rapejeS Ai'Bj'B2' A2'. ßntfpred^enbe Iropeje l^aben alfo gleid^e §ö^en. ®a jebe 
^arallelfeite beS Irapejeä mit il^rer ^Projeltion benfelben SBinfel, ben Äeilroinfel 
Ai Dj A,' = ff ber ©benen * unb 2 einfc^lie^t, fo finb, wenn bie ^arattelfeiten 
bejH). $5^en ber fid^ folgenben Irapege in mit u,U2U3 . . . bejro. h4h2li3 . . . 
bejeid^net werben, bie entfpred^enben 2^rapejfeiten ber ^rojeftion ui cos y, U2 cos qp, 
U3 cos qp . . . unb fomit, ba fid^ P unb P' auä il|ren unenblid^ oielen Elementen 
gufammenfe^en, 

r = 2 • ^i H 2 . I12 -|- . . . 

U| cos qp + 112 cos cp M'i cos cp 4" U3 cos cp 
P' = 2 ^i 1 2 ^2 + • • • 



ober 



= cos (p I 2 ^1 I 2 ^'i I • • 7 



P' = cos qp . P 
3n SBorten: 

©a^: 2)ie ^rojeftion eines beliebigen ebenen gläd^enftücfä auf eine unter 
bem 9Binfel (p geneigte Silbebene ift cos qpmal fo gro^. 

S)iefe Slrt ber Sered^nung eineä ©ebilbeä (Sinie, gläd^e, Äörper) alö Summe 
feiner unenblic^ fielen, unenblic^ Meinen gleid^artigen Elemente Reifet ejl^auftionö^ 

metl^obe (exhaustare = ausfd^öpfen). 

Sig. 32. 

Slnbere Söfung: ©S ift ftetS möglid^, bie _-— -^-"^^ 

^läd^e A jebeä beliebigen 3)reiedfS ABC mittete einer -^|^^=^^^^^^^^^^^I^_5^^^ 

burd^ eine feiner ßdfen gelegten 5ßarallelebene jur Silb« \ /j /iTfll 

ebene in jmei leilbreiedfe f^ unb i^ 8" jerlegen. 3)ie \ 7/f 1 1 

©d^nittgerabe AD = s beiber ®benen projiziert fic^, ^Y \ \ \ \ 

ba fie ber 35ilbebene parallel ift, in majorer ®rö^e. Se? j / | ; ^ 1 ( J^, 

trad^tet man fie ate gemeinfc^aftlic^e Orunbfeite ber y^l hL^;^^ 

2^eilbreiedfe , fo finb bie projijierenben 66cnen ber / ^^^^jb* 

^öl^en hl _L s unb h2 -L s beiber 2^eilbreiedfe Äeils l^ 
roinlelebenen ber SJreiedfäs unb Silbebene, ba^er finb 

bie ^rojeftionen biefer §ö^en, wenn qp ber Äeilroinfel, gemä^ 75) 

hj' = hl cos qp h2' = h2 cos qp 

unb bie ^rojeftionen fi' unb i{ ber ^^läd^en ber 3^eilbreiedfe 

ti — 2 *2 — 2 

fomit bie ^rojeftion J' ber 2)reiedfäfläc^e A 
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A' = £,' + £,' = 



8. V 

2 



S . V 8 . hl cos ff . S . hj C08 ff 

+ 2 "" ^ '" " 2 



( 



cos f^ \ -^ + -^2^ j = cos ff (fi + £2) 



= cos ff . A, 

5Run läftt fic^ jcbcä beliebige SSielecf T t)on einer ©cfe aus in n— 2 SJrei- 
ede Ji, J.^f ^3 • • • jctlegen, beren jebeä burd^ ^Parallelebenen jur Silbebene felbft 
roieber in jroei 3^eilbreiecfe serfättt, bo^er nad^ bem obigen Sa|: 

^j' = cos r/) . A^ 

A'i = cos ff . 2^2 



[omit 

zfj' -)- zfj' + . . . = cos ff {Ai + ^^2 + . . .) 
ober 

F' = cos qp . F 

unb ba jcbeä oon einer beliebigen Sinie umgrenzte ebene ^^läc^enftüdf F afö SSiel- 
ecf mit unenblid^ oielen, unenblid^ f leinen ©eiten betrad^tet werben fann, beffen 
3^eilbreiede A^, 2/2 .. . ju unenblid^ Heinen gflöd^enelementen werben, fo gilt bcr 
©a^ aud^ für ein foId^eS gläd^enftüdf. 



Sig. 33. 



Seifpiele. 

77. 1. Seifpiel. 3)iejenige Äraft (SRefuItante) ju jeid^nen unb ju ht- 
red^nen, roeld^e brei ^u einanber fenfrec^te, in einem $un!t A angreifenbe Äräfte 
P, Q, R erfe^t. 

3lad) bem Sa^ über baä 5ßaraKe(ogramm ber Gräfte erfe^t bie diagonale 
AC beö auä AB = P unb AD = Q gejeid^neten SRed^tedfg AB CD beibe Äräfte 

P unb Q. 2)ie gefugte Slefultante A Q = X 
ergiebt ftdj) fomit alä SJiagonale beä au§ A C unb 
ber britten Äraft CG = R gezeichneten 9led^t= 
edtä ACGE. 5Die 9lefultante ift fomit 2)iagonaIe 
beä über bemSRÄJ^tedf ABCDerrid^teten fenlred^tcn 
$riäma§, eineä fogen. iDuaberS mit ber fenfred^ten 
Äante R. 3ta6) bem p^tl^agoräifd^en ©a| ift: 

X« = AC^ + Ca^ unb AC« = P'' + Q« 

fomit 
X'» = P^ + Q2 + R2 unb X = ^/P^ + Q^ + R^ 

3)ie Slefultante fann au8 ben geg. Gräften in einer ein^^igen 3ß^nungä= 
ebene gejeidt)net werben mittels ber red^troinfligen 3)reiedfe ABC unb ACG-, 
wenn le^tereä um AC in bie ®bene beä erfteren umgeflappt wirb. 

2)ie 3lid^tung ber Slefultante, b. 1^. il^re SBinlel cc, /9, y mit ben brei geg. 
Kräften ergeben fi^ auö ben red^troinfligen 2)reiedfen 




^¥^ rz ^ 
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A A B G . . . cos a = 



AADG . . . cos/? = 



AB 
AG 

AD 
AG 

AE 



X 

X 

R 



unb ba 



A A E G . . . cos ;' = p — ^ 

P' + Q' + R* 



©•+(*)' +(!)'= 



X 



x* 



fo folgt 



cos* er + cos^ß + cos'/ = 1 



Sig. 34. 




Sa^: 3)ic Summe ber Quabratc ber Äofinuffe ber SEBinfel, bie eine ©e^ 
rabe mit brei ju einanber fenfred^ten ©eraben bilbet, ift gleid^ einS. 

®erfeI6e ®a| gilt aud^ für bie 3BinIel, bie 
«ine @6ene (XYZ) mit brei ju einanber fenf redeten 
<£benen bilbet, benn biefe äöinfel finb biefelben, 
roeld^e bie Dom ©d^nittpunft ber brei ßbenen 
<iuf (XYZ) gefättte ©enf rechte OA mit ben ju 
einanber fenfred^ten ®d£|nittgeraben ber brei ©benen 
Jbilbet. aSarum? 

78. 2. »eifpiel. SEBeld^e »esie^ung befielt 
:jn)ifd^en einem ebenen gläd^enftüdf F unb feinen 
"^rojeftionen auf brei ju einanber fenf redete ©benen? 

©inb a, ß, y bie SBinfel ber 6bene »on F mit ben brei fenfred^ten ^ro= 
jeltionSebenen, fo finb bie gläd^en ber ^rojeftionen auf le^tere: 

F, = cos« . F F.2 = COS/S* . F F3 = cosy . F 

TüorauS burd^ Quabrieren unb Slbbieren 

^1' + F/ + F3' = (cos"« + cos^/S' + cos» . F' 

unb fomit gemäfe 77) 

F,' + F2' + F3^ = F^ 
1). ^. 

© a I : Das Duabrat ber ^läd^e eineä beliebig umgrenzten Xeilä einer ®bene 
ift gleid^ ber ©umme ber Duabrate ber ^Projeftionen biefer gläd^e auf brei ju 
•einanber fenfred^te Ebenen. 

3)iefer bem ^ptl^agoraä analoge ©a| läjt fidf) oielfad^ jur Söfung alge^ 
traifd^er 2lufgaben benü^en, g. 85. : Setrad^tet man in gig. 34 bie red^troinfligen 
^reiedfe, meldte oon ber ßbene beä AXYZ auf ben brei j^u einanber fenfred)ten 
•ebenen beftimmt werben, alö ^rojeltionen beS AXYZ, fo ift 

(AXYZ)' = (AYOZ)' + (AZOX)« + (AXOY)* . . 1) 



40 6en!rec^te £age von G)eraben unb @6enen. 

3ft OX = a, OY = b, OZ = c, fo finb bic ©citen bcS 35reiecfö XYZ 

YZ = l/b'^ + c^ = u, ZX = |/c^ + a* = V, XY = l/a*^ + b^ = w 

unb bic 

gläd^c bcä AXYZ = l/s(8 — u)(8 — v)(8 — w) wobei s = '^"^2'^^ 

unb bie Sejiel^ung 1) ergicbt, wenn bie %läd)tn fämtlic^er ©reiecfc in a, b, c bc* 
rcd^net finb, bafe baS ^robucft bcr üicr klammern: 



(l/b^ + c* + l/c'» + a* + l/^a^ + bO(— l'^b^ + c^ + l/c'^ + aHVa' + bO 
(l/b« + c* — l/c* + a*^ + l/a« + b^) (l/b^ + c^ + 1-^0^ + a^ — l/a^ + b^ 

^tobc burd^ äluämultiplijicrcn bcr Älammergrö^cn ! 



79. 3. S3cifpic(. ©cfud^t bie ^Ptojeftion einc§ rechten aSinMä auf eine 
ju einem feinet Srf)cnfel parallele @bcne. 

SSerfd^iebe bic jum ©dienfcl B C beS redeten 
5i9. 35. SBinfelä ABC parattcle ebene 2 fic^ felbft parallel 

/^ burd^ biefen ©d^enfel unb fälle auf fie von einem 

beliebigen $un!t A beg anberen ©d^enfelS baä £ot 
AD, fo ift <DBC bie ^rojeftion beS Siedeten 
auf ^. ©leitet AD fic^ felbft parattcl längs AB 
burd^ bie Spi^e beS rcd()ten aBinfclö nad^ A'B, fo 
bleibt A'B±-S^, ba^er ift 

A'B±BC unb ba aurf) ABJ_BC, fo folgt (ABD)XBC, 

fomit 

BDJ.BC ober <DBC = 90« 
unb bal^er 

©a^: ein red^ter 2Bin!el projiziert fid^ auf jebe ju einem feiner ©d^cnfel 
parallele ebene roieber als Sled^ter. 



80. 4. Seifpiel. eine QUm ju jeid^nen, bie mit brei beliebigen n)inb= 
fc^iefen ©eraben gleid^e SBinfcl bilbet. 

3Serf^icbt man bie SBinbfd^icfen f, g, h fic^ felbft parallel burd^ einen be- 
liebigen $unft P unb projiziert fie alsbann auf bic gefuc^tc ebene JS*, fo ift nac^ 
SorauSfe^ung 

<PAO = <PBO = <PCO 



Btntxtd)U Sage von ^eraben unb @5enen. 
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unb ba P gemeinfam unb auf aütn burd^ ben %VL^i 
punit in -5* gcjogcncn (Seraben fenfred^t fielet, fo 
folßt 



Siß. 36. 



APOA ~ APOB£^ APOC 



unb fomit 



PA = PB = PC 




®ie ßbenc bcr ßnbpunfte A, B, C breier 
paraKel ben geg. ®eraben Don einem beliebigen $unft 
au3ftral^(enber @tre(fen t)on beliebiger, aber gleid^er 
£änge ift bie gefud^te. @ä giebt oier ^araQelfd^aren 
Don ®benen, bie ber 3lufgabe genügen, welche? 

81. 5. Seifpiet. Sine ©tredfe t)on geg. Sänge fo jroifd^en jroci geg. roinb^ 
fd^iefe ®erabe ju legen, ba^ fiemit einer berfelben einen geg. 933infel bilbet. 

3ft XY bie gefud^te Sage bei ©tredfe a, bie mit g ben <a bilben möge, 
fo beftimmt baä Sot YTJ-Lg baä red£|tn)inllige AXüY, baä in einet ^leben^ 
figur aus ^ppotenufe unb einem fpi^en SBinfel in realerer (Srö^e gejeic^net 
werben fann. %äüi man oon Y baS Sot YZ auf bie burd^ g jur anberen aSinb^ 
fc^iefen h paraM gelegten ®bene (gV), fo beftimmt biefe fürjefte Entfernung 
ber geg. SBinbfd^iefen mit YU ein jroeiteS red^t^ 
roinfligeä AYZU. 5Run ift 

gJ-UY 

gXYZ 



unb fomit 




g±(UYZ) 

gXUZ 

3!)ie in (gh') gu g im Slbftanb UZ gejogene 
^araUcfe trifft bie ^rojeftion oon h auf jene 
©bene in einem $unft Z, ber bie ^rojeftion 
beS fünftes Y ift. 2)er Äreiä um Y mit a in ebene (Yg) ergiebt X. ainja^I 

ber Söfungen abl^ängig oon Y Z = a? 

3ft ftatt ber 2lngabe be§ <X,ce bie Sebingung geftellt, bafe XY mit ben 
geg. SBinbfc^iefen gleid^e SQBinfel bilbe, fo jie^e man XV||h' in ©bene (gh'), 

^"" ^ '* < A Y X = < B X Y nac^ Sßorauäf e|ung, 

<AYX = <VXY innere SBed^felroinfel, 
<BXY = < VXY 

XY bilbet alfo mit XU unb XV gleiche SBinfel; bie ju ßbene (BXV) fenf= 
redete ebene (XZY) ift fomit gcmä^ 70) §albierungSebene beä SBinfelä UXV 
unb bal)er 

<BXZ = <VXZ 

2)amit ift XZ aud; ber Slid^tung na^ beftimmt. halbiert man bal^er <Jgli' 
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Senfred^te Sage pon ©eraben uub Ebenen. 



in 6bcne (gh'), fo fd;ncibet bic parallele |\u g burd^ bcn ßnbpunft bcr von ber 
SEBinlelfpi^c B au§ auf bicfct §albicrungägcrabcn abgetragenen Äatl^etc XZ bcö 
in einer 9lebenfigur in realerer ©röfee gcjeid^ncten rec^troinfligen ©reiedfä XYZ 
bie 5ßroie!tion h' t)on h im ^unft Z u. f. f. Slb^ängigfeit ber Söfungen? 

82. 6. SBeifpiel. (Sine beliebige Qitm fd^neibe auf brei ju einanber fcnf^ 
redeten, fid^ in einem 5ßunft fc^neibenben ®erabcn bie vom gemeinfamen ©d^nitt- 

punft auä gemeffenen ©trcdfen a, b, c ah, SEBelc^e 
gig. 38. Sejieliung beftel^t jmifd^cn biefen ©trerfen unb bcn 

il^ncn parallelen Slbftänben x, y, z cincS beliebigen 
5ßunfteS P biefer ®bene üon ben ju einanber fcnf- 
rechten Ebenen jener brei ©eraben? 

SSerbinbe P mit bem ©nbpunft C ber ©trcdfe c 
bis 8um ©d^nitt mit ber ©pur ober ©d^nittgeraben A B 
ber f c^neibenben ®bene (A B C) unb ber ßbene (A B) 
inD, bann fmbPE JLOD, EHxOA, EFj_OB 
bie aibftänbe z, j, x beS ^ßunfteö P unb eS ift 




DO 
i)E 



'■,^^ = — ober 



c 
z 



DO 



DO — DE 



D^O 
EO 



unb bal^er, menn von D bie Sote u X B unb v J. A gefaßt werben 



5«un ift 



u 

X 



woraus burd^ Stbbition 



c — z 



unb — = 



u BD . V 
a BA b 



a ^ b 



c — z 



AD 
AB 



1) 



2) 



unb bal^er, wenn für u unb v bie SBerte auS 1) eingefe^t werben, 



umgeformt 



ober 



c — z 



a ^ b 



X c 



a c — 



c — z 



a ^ b ^ c 



= 1 



z 
c 



-=1 



3) 



®ieä ift ber algebraifc^e 2luSbrudf für bie geometrifc^e 6igenfd;aft, bafe nur 
biejenigen fünfte, beren Slbftänbe x, y, z bie ®(eid£|ung 3) befriebigen, in ber burd^ 
bie ©treten a, b, c, bie fogen. 2ld^fenabfd^nitte, beftimmten 6bene liegen; äffe fünfte, 
beren 2lbftänbe x, y, z bie ©teid^ung 3) nid^t befricbigen, liegen au^erl^alb ber Sbcnc. 
SWan l^ei^t bal^er 3) bie „©(eid^ung ber Qbtm". 
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1. ?5ragc: Siegt ber $unft mit bcn Slbftänben 1, 4, 2 in ber Gbene mit 
ben atd^fenabfc^nitten 10, 15, 60? 

2. %xa%t: aOBelc^e Std^fenabfci^nittc l^at bie.ßbene mx + my + pz = q? 
SSringt man bie GJIeid^ung auf bie %oxm 3) 

5_ i A 

m n n 

fo finb — , ---, - bie gefud^ten Sfbfd^nitte. 

3. §rage: 2Be(c^e 93ebeutung l^aben bie au3 ben ©(eid^ungen 

ax -|- by + cz = d 

a'x + b'y + c'z = d' 4) 

a"x + b''y + c"z = d'' 

Berechneten SBerte t)on x, y, z? 

S)a jie fämtlid^e brci ©leid^ungen befriebigen, \o fteHen fie, wenn man 4) 
alä bie ©leid^ungen breier @benen betrad^tet, bie 9(bftänbe bed gemeinfamen Schnitt: 
punfteä biefer brei Ebenen von ben §auptad^fenebenen bar. 



©aäporb HÄonge 1746—1818 in ^ariS. 

83. Silbet man einen ©egenftanb auf jroei ju einanber fenfred^te, ein für 
attcmal feftgelegte Ebenen, bie fogen. Orunbebenen, orthogonal ab unb mä^lt bie 
©runbebenen inSbefonbere l^orijontal (roagred^t) unb Dertifal (aufredet), roedl^alb 
man fie aud^ als J^ötijontalebene H.E. unb SSertifalebene V.E. begeid^net, flappt 
atebann bie SSertifalprojeltion V.P., ben fogen. aufriß, um bie ©d^nittgerabc 
beiber ©runbebenen, bie fogen. 3ld^fe ober ben 3H^, in bie Qbtnt ber ^ori« 
gontalprojeftion H.P., beä fogen. ©runbriffeS , n)e(df)e S^^^^^^%^^i^^^ ift, fo 
laffen fid^, ba bie H.P. atte l^ori}\ontaIen unb bie V.P. atte oertifalen ©rb^en^ 
uerl^ältniffe in roal^rer ©röfee miebergiebt, auä ber auf einem einzigen ä^i^^^^^tött 
auSgefül^rten 3^i^i^ung bed ©runb^ unb 9(ufriffed eined ©egenftanbeS (in oer« 
ffeinertem SRafeftab biSmeilen) fämtlid^e ^orijontalen unb Dertüalen ©rö^enoer- 
l^dltniffe beSfelben in majorer ©röfee entnehmen, b. 1^. ber ©egenftanb ift in majorer 
©rö^e unb bejüglid^ beiber ©runbebenen in ganj beftimmter Stellung bargeftefft. 
3)a^er für bie gefamte Xeddnif bie Sebeutung beä ©runb« unb Slufri^jeid^nenä, 
beffen weiteren Sluäbau bie barfteUenbe ©cometrie (befd^reibenbe ober beffriptioe 
©eometrie) jum ©egenftanb l^at. 

©tel^t eine Ebene beä abjubilbenben ÄörperS fenfrec^t ju beiben ©runb= 
ebenen, fo projiziert fid^ affeS in i^r in eine gum SWi^ fenfred^te ©erabe. Um 
bal^er auä) 3«^nungen in Qbzmn oon fold^er Stellung barfteHen ju fönnen, 
benü^t man eine britte ju ben beiben erften fenfrec^te ^rojeftionSebene, bie fogen. 
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Ginleitung in bic barfteUenbe ÖJcomctric. 



Seitens ober Ärcujri^eBene, bie ebenfalls um il^re ©d^nittgerabe mit ber Orunbs 
ri^ebcne in (entere umgeflappt wirb, ba nur eine cinjige S^i(i)nung^^tbcnt benü^t 
werben foH. 

84. ©arftettung eineä ^?5unftä. 

S)ic ©runbebenen teilen ben 3laum in t)ier 2^eile, Quabrantcn genannt. 
2)ie in ben üicr Duabranten liegenben fünfte A, B, C, D feien fenlrec^t auf 
bie ©runbebenen projiziert. 2)re]^t man aläbann bie V.E., oon ber rechten ©eite 
beä aiiffeä auS betrachtet, im ©inn beä Ul^rjeigerg um 90° in bie H.E. (^ig. 39 
fenfred;t jum dix^), fo fommen H.P. unb V.P. jebeS ^unfts auf eine jum dix^ 

m- 39. 

KT?. 



i ^" 




J?'\ A' 
L 


\C' B' 


C 


-.J^ 



^"? 



gig. 40. 

qB 



^B 



n 



9C' 



A'i> 



n 



kB 



6B' 



6C" 



VE, 



fenfred^te ©erabe ber S^i^i^wnggebene, baS fogen. ^rojeftionölot, ju liegen, teils 
ober; teils unterl^alb beö 3liffeS, abl)ängig com Üuabranten, in roeld^em ber be^ 
treffenbe $unft liegt, ba bei ber 35rel^ung ber einen ©runbebene in bie anbere 
bie obere V.E. mit ber Hinteren H.E. unb bie untere V.E. mit ber oorberen 
H.E. fic^ bectt. 2)ie fünfte A, B, C, D im Slaum finb fomit in einer einzigen 
^htx(Z, @ig. 40) bargeftettt burc^ i^re ^rojeftionen (A'A'O, (B'B"), (C'C'O, 
(D'D'O unb fomit 

©a^: %^tx beliebige $unft im "^(xyxm ift bejüglid^ ber H.E. unb V.E. 
burd^ feine H.P. unb V.P., beren 3Serbinbung§gerabe jum 9ti§ fen!red{)t ftel^t, 
einbeutig in ber @bene bargefteHt. 

2)ie Entfernungen ber ^ßrojeftionen eines 5J?unfteS oom Sli^ finb jugleic^ 
bie 3lbftänbe beS 5ßunfteS im SRaum oon ben beiben ©runbebenen. 

85. S)arftellung ber ©eraben unb il^rer ©d^nittpunfte mit ben ©runb^ 
ebenen, ber fogen. ©puren ber ©eraben. 

gig. 41: beliebige ©erabe (g'g"); ^^ ^ig. 41a perfpeftio bargefteHt. 
gig. 42: ©erabellH.E. gig. 43: ©erabe || V.E. ^ig. 44: ©erabe J_ H.E. 
^ig. 45: ©erabe JL V.E. ^ig. 46: ©erabe JL Sli^: §ier ift bie ©eitenprojeftion 



©inlcitutig in bic barftettenbe Ocometric. 
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anzugeben, ba bie fenfred^t num 9it^ gezeichnete @erabe andS) jugleid^ bie ^um 
dtx^ fenlred^te @bene, alfo unenblid^ t)iele im SWaum jum SHi^ fenfred)te ©erabcn 
barftefft. 



Sig. 41a. 




• -x' 



gig. 41. 



n."" 




gig. 42. 




gig. 43. 




r 



gig. 44. 



.#/ 



i^' 



9^" 



iT' 



Sifl- 46. 



•V 



\ 



N 



.ff 



86. ®arftetfung ber ®benc burd^ il^re ©djnittgeraben mit ben ©runbs 
ebenen, bie fogen. Spuren ber (Sbene. 

Sig. 47: beliebige (gbenc. gig. 48: ßbene || H.E. gig. 49: ßbene || V.E. 
fjig. 50 : ßbene J_ H.E. gig. 51 : ebene JL V.E. 

3!)ie ©puren jeber ©bene fd^neibenfid^ auf bem Slife nad^ bem Sa^ über 
ben ©d^nitt breier ebenen. §ieran änbert aud^ bie Umflappung nid^tä. 

<^sOt ber S^i^i^wng ift nid^t ber SBinfel ber Spuren im JKaum. gül^re 
ben 9iad^n)ei8 bei gig. 50 unb gig. 51. 
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(Einleitung in bie barfteUcnbc (Seomctric. 



»ig. 47. 


Sig. 48. 

t 


t/ 




../ 


Sig. 49. 







Sig. 50. 



3ig. 51. 
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87. Sa^: Sinb ©ctabcn parallel, fo ftnb (xyx6) il^rc ^rojcüionen parallel. 

Sinb Ebenen parallel, fo ftnb aud^ tl^re ©puren paralfel. 

Seroeiä nad^ bem ©a^ über ben ©d^nitt paralleler 66enen burd^ eine fc^iefe. 

88. Slllgemeine Sagenbegiel^ungen jrotfd^en ^unft, ©erabe unb ebene, in 
beäfriptit)er 2lrt gejeid^net: 



a) 3" (Sbene (sOt) eine beliebige 
©erabe (g' g") ju 8iel)en : 

Sitte ©eraben einer @bene l^aben il^re 
©puren in ben gleid;namigen ©puren 
ber ebene, gemä^ 5. (gig. 52.) 

5ig. 52. 




%\xxi) $unlt (P' P'O eine beliebige 
©erabe (g' g'O ju jie^en. (gig. 53.) 



Sig. 53. 




b) 3w unterfud)en, ob 

ein geg. ^unft (P'P") in einer geg. eine geg. ebene (sOt) burd^ einen geg. 

ebene (sOt) liegt. «Punft (P'P") ge^t. 

3iel^e in ber V.E. burd) P" bie 3Sertifalproieftion X" Y" einer beliebigen, 
burc^ ben $unft gel^enben ©eraben ber ebene, fo ntu^ P' auf ber ^orijontal- 
projeftion X'Y' biefer ©eraben liegen. 

c) 3n>ei 5Punfte (F FO unb (Q' Q") groei ebenen (sOt) unb (uMv) 
beftimmen eine ©erabe, i^re SJerbin-- beftimmen eine ©erabe, il^re ©c^nitt- 
bungägerabe (x' x"). (3^9- ^4.) gerabe (x' x"). («Jig. 55.) 



(Einleitung in bie barfteUenbe Geometrie. 
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Siß. 55. 



519. 54. 




d) 3n)ci ©crabc (g' g") unb (h' h") 
fc^nciben ftc^ in einem ^unft (P' P") 
ober fie finb roinbfd^ief, wie (g' g") unb 

Siö- 56. 




e) (Sin ^unft unb eine (Serabe ht- 
ftimmen eine ®6ene. 

Q'm beliebiger ^unft (Q'Q") ber 
geg. ®eraben beftimmt mit bem geg. 
^unft (P'P'O eine jroeite (Serabe ber 
gefud^ten @6ene. 35ie 9?erbinbungS5 
geraben ber gleichnamigen Spuren beiber 
(Seraben finb bie ©puren ber gefuc^ten 
ebene, (^ig. 58.) 



gig. 58. 





3roei ©erabe (g'g") unb (h'h") 
beftimmen eine ßbene (Ost) ober jte 
finb roinbfd^ief, mie (g' g") unb (h' k'O- 
©ig. 57.) 

Sig. 57. 




(Sine ßbene unb eine ©erabe be* 
ftimmen einen ^unft, ben ©c^nittpunft. 

Sege burc^ bie geg. ©erabe (g'g") 
eine beliebige @bene, am einfac^ften bie 
oertilalprojijierenbe (Sbene (X'MY"), 
meldte bie geg. Sbene nac^ ber ©eraben 
(g' k'O fc^neibet. 2)iefe trifft (g' g") 
im gefud^ten ?5unft (FP'O- 

Sig. 59. 
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Einleitung in bte barfteUenbe Geometrie. 



f) Sefonbcrc %äüt: 

1. einen geg. 5ßunft (P' P") mit einem unenblid^ fernen 5|}unft, geg. burd^ 
feine Stid^tungSgerabe (g'g'O ju Derbinben, mit anbeten SBorten: 5ßaraffelc ju 
(g' g'O burc^ (P' P'O. (gtg. 60.) 

Biel^e x" II g'' bur^ P" unb x' || g' burd^ P'. »egrünbung burd^ 87). 



gig. 63. 



Sig. 60. 





2. ßine geg. ©bene burd^ eine $otijontalebene unb burd^ eine jur 
V.E. parallele ebene V ju fd^neiben. 

(x' 0) unb (Vj") fmb bie gefud^ten ©eraben. (gig. 61 u. 62.) 



gig. 61. 



Sig. 62. 





3. Sdjinitt ber ebene (sOt) mit einer jum Sli^ fenlred^ten ebene JS. 

Setrad^te JS alä fireujri^ebene gemä^ 83), bann ift z bie Umllappung ber 
©d^nittgeraben in bie H.E. (gig. 63.) 



gig. 64. 




5ig. 65. 



X 



// 
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4. Sd^nitt jrocier, j\um SRt^ paraffelet ßbcncn (st) unb (uv). 

Scnü^c eine, jum SRi^ fenfred^te 66ene ald Äreujrifeebene. ^ann ftnb 
m unb n bie ©d^nittgeraben berfelben mit ben geg. 6benen in ber UmKappung 
nad) linfe unb ber ©d£>nittpunft X'" t)on m unb n ift bie feitlid^e ^rojeftion 
4)er gefud^ten (Seraben (x' x"). (3^8- ö4.) 

5. ©d^nitt jroeier SSertifalebenen. 

S^re ©d^nittgerabe ift felbft vtüilal (^tg. 65.) 



6. (Segeben groei ßbenen, bereit S3er- 
ttlalfpurenj'd^nittpunft unjugänglid^ fei. 
3)ie SSertifalprojeltion ber ©d^nitt= 
geraben ju jeid^nen. (gig. 66.) 



©d^neibc bie geg. ßbenen burd^ eine 
beliebige britte ®bene, am beften eine 
^orijontalebene, unb beftimme ben ge^ 
meinfamen ©d^nittpunlt (S' S'') ber brei 
iSbtntn. 3)ann ift bie gefud^te (Serabe 
bie V.P. ber 3SerbinbungSgeraben biefeS 
^emeinfamen ©d^nittpunltä mit bem 
©c^ntttpunft (U'U") ber ^orijontal-. 
fpuren ber geg. ®benen. 



(Scg. groei fünfte (P'F') unb 
(Q' Q'O, "^^^ SSertilalprojefttonen nid^t 
t)erbunben werben fönnen (wegen irgenb 
eines §inberniffeä jroifd^en P"Q"). 
S)ie V.P. ber SSerbinbungSgeraben ^u 
jeid^nen. (gig. 67.) 

SSerbtnbe bie geg. ^Punlte mit einem 
beliebigen britten 5ßun!t (R'ß'O. «*« 
beften einem ^unft ber H.E. unb be« 
ftimme bie ©bene (s 1) ber brei fünfte. 
^ann ift bie gefud^te (Serabe bie V.P. 
ber ©d^nittgerabcn biefer (Shznt mit ber 
pertifalprojijierenben 6bene ber 9Ser- 
binbungggeraben ber geg. 5ßunfte. 




Sig. 67. 




^ettftrec^fe ^age nott ^erabe unb ftette. 

89. ©a^: ©tel^t eine (Serabe g fenlred^t auf einer geg. ßbene JS, fo 
finb anä) il^re ^rojeftionen g' unb g" fenlred^t auf ben gteid^namigen ©puren 
s unb t ber @bene. 

6ouerbc(f, ©tereomctrie. A 
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33 c rt) e t S : ^t\>t burd^ g gelegte ®6ene, alfo an(!^ bie l^orijontalpröitjierenbe 
66ene ber (Seraben g, ftel^t fenfred^t ju ^, alfo 

0±2, jugleid^ aber ^XH.E, bal^er 

0JLs, ber ©d^nittgeraben t)on JS unb H.E, fomit 

g' ± s unb entfpred^enb rotrb Beroiefen g" ± t. 

®leidS)namtge ^ßrojeftionen fenfred^ter ©eraben finb im allgemeinen fd^ief 
ju einanber ; ausgenommen ber %aU : 3ft t)on jraei fenfrcd^ten (Seraben minbcften^ 
eine einer (Srunbebene parallel, fo ift bie ^rojeftion beS redeten SBinfelä auf 
biefe ©runbebene roieber ein red^ter. 33cn)ciä? 



^tntixe^ie ^age von f 0etteii. 

®ie ©puren fenfred^ter (Sbenen jtnb im allgemeinen nid^t gu einanber 
f enfred()t. ©onberf alle ? 

90. 33eifpiele: 

a) SBon einem geg. 5ßunft (P' P") auf eine geg. (Sbene (s 1) ba§ Sot 
gu fällen. 

3)ic 2ote von ben ^ßrojeftionen beS $PunItg auf bie gleid^namigen ©puren 
ber ®bene finb bie ^rojeftionen ber gefud^ten ©eraben. Seftimme ben gu^punft 
beä 2otä mittete ber üertilalprojigierenben ßbene. (%x^. 68.) 



Sig. 68. 





b) 33on einem ^unft auf eine geg. ©erabe (g'g") bie fenfred^te (Sbene 
gu fällen. 

3Kan benfe fid^ in ber gefud^ten ßbene burdt) ben geg. ^unlt eine l^ori- 
gontale ©erabe h gcgogen. 2)a biefelbe gur geg. ©eraben fenfred^t ftel^t, fo ftnb 
bie ^origontalprojeftionen beiber ©eraben fenfred^t gu einanber. 

^ätte ba^cr oon P' bas Sot h' J_ g\ giel^e burc^ P'' bie ^Parallele h" gum 
mi^, fo ift bie aSertifalfpur U'' ber ©eraben (h' h") ein aSertifalfpurpunft ber 
flefud^tcn ßbenc. aSon V" baS Sot t J. g" giebt ©c^eitel unb Os || h'. (gig. 69.) 



Einleitung in bie barfteüenbe Geometrie. 
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giß. 70. 



91. ^auptfäd^Iid^ naä) jraei äSerfal^ren: 

a) Umflappung in eine (Srunbebene, 

b) Stellung in ^ParaHelflcttung ju einer ©tunbebene. 

Seifpielc. 

92. 1. Seifpiel: 2)ie t)on ben Spuren U' unb V" begrenjtc ©tretfe einer, 
burd^ il^re ^Projeftionen (g' g") geg. (Seraben in roal^rer ®rö^e ju geic^nen unb 
il^re Steigung a gegen bie H.E. ju beftimmen. (^ig. 70.) 
Söfung burd^ Umftappung beju). 3)rel^ung 

a) um bie H.P. in bie H.E. : Äreiä um V 
mit Y' Y" bis gum Schnitt mit Y' Vo JLg' 
in Vo, bann ift V© U' bie gefud^te ©tredfe unb 

<VoU'V' = <^«. 

b) nm baä ^rojeltionStot Y' V" in bie V.E. : 
Äreiä um Y' mit V U' bis gum ©d^nitt 
mit bem Wx^ in Uq, bann ift Uq V" = ü' Yq 

unb ^Y'VqY" = <^cc. 

93. 2. Seifpiel: SBal^re ©rö^e unb ^origontalneigung einer burd^ il^re 
^rojeftionen geg. ©tredfe X Y ju beftimmen, ol^ne bie ©trede bis gu ben ©puren 
ju t)erlängern. 

1. Söfung burd^ Umflappung um bie H.P. in bie H.E.: (gig. 71.) ©inb 
AX" unb BY" bie ^orijontalabftänbe ber 6nbpunlte ber ©trerfe unb errid^tet 
man auf X'Y' bie Sote X'X = AX'' unb Y'Y = BY^ fo ift XY bie 
gcfuc^te ©trerfe unb <S OXY = <^ c^ für XO |; X' Y'. 




Sig. 71. 



Stg. 72. 
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2. Söfung burd; 2)re]^ung ber J^origontalprojigierenben ©bene um X' X in 
^araffelfteHung gur V.E. 3)abei befd^reibt Y einen ÄreiSbogen t)om §albmeffer 
X'Y', ber fidj), ba feine ßbene || H.E., l^origontal in majorer ®rö^e Y' Z', Mtx-- 
tiM als bie gum SKife parattele Y" Z" projigiert. X" Z" ift bie gefud^te ©trerfe 
XY, fie bilbet mit bem W^ ben gefud^ten SBinfel <^ a. (gig. 72.) 
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Sig. 73. 



94. 8. Seifpicl: Umllappung t)on fünften unb Ocrabcn einet ®bene 
um bte ^orijontalfpur s ber leiteten in bie ^orij^ontalebene. (^ig. 73.) 

Seber ^ßunft P ber (Sbene befd^reibt Bei ber 
©rel^ung einen ÄreiS; bie ßbene beäfelben fte^t 
fenfred^t ju s unb projiziert ftd^ bal^er l^orijontal 
afe £ot t)on P' auf s. 2)er §albmeffer biefeä Äreifed 
ift bie §9potenufe AP beS red^troinfligen 3)reiedfS 
P P' A, baS als A P" DB au^ bem ^orijontalabftanb 
P"D beä $unftä P unb bem Slbftanb P'A feiner 
H.P. von 8 als Äatl^eten in majorer ©röfee gejei(i()net 
ift. APo = BP" auf P' A t)on A auS abgetragen 
giebt bie gefud^te Umflappung Pq beS 5ßunft8 P. 

35a bie ^Punlte ber ^orijontalfpur Oü' afe 
^Punlte ber 35rel^ad^fe an ber Seroegung nic^t teil- 
nel^men, fo ift TJ'Po bie Umflappung ber ©eraben 
U'P. SluS biefen Setrad^tungen , t)ergl. and) 32), 
folgt allgemein: 

©a^: 3)ie Umflappung in eine (Srunbebene liegt parattelperfpeftii) jur 
jugel^örigen ^ßrojeftion. 






Söfe mit §ilfe biefeä ©a^eä bie in gig. 74 be^anbelte 

aufgäbe : ®eg. bie H.P. eines 3SieledEs, bie $orijontalfpur MN ber Qbznt 
beSfelben unb bie V.P. einer einzigen ®tfe. 3)aS 3Sieledf in majorer ®rö^e ju 
jeid^nen. 

95. 4. Seifpiel: S)ie Entfernung eines 5ßunftS von einer ßbene gu 
beftimmen mittels Umflappung. 

(gig. 75.) 2)ie l^orijontalprojijierenbe Sbene beS gefud^ten £otS ftel^t fenl- 
red^t jur ^orijontolfpur s ber geg. Sbene. %äüt bal^er P' A _L s bis jum ©d^nitt 
mit bem Sftife in B', errid^te auf biefem baS £ot B' B" unb flappe bie l^ori/iontals 
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pvojijietenbe ©tene AB'B" um ilire §orijontalfput 
A B' in bie H-E. ©ni^te ba^er auf A B* in B' unb P' 
bie Strte B'Bo = B'B" unb P'Po = F'D, fo ift 
PoXoXABo bie gefui^le entfnnwng. Sie HJ. 
beS gu^punltä X ift bet ^ufepuntt X' beä 2ot8 
XflX'XAB'. X" liegt auf ber V.P. ber ©etaben 
AB". Seit^enprobe für P"X"? 

96. 5. aSeifpiet: 2)ie Gntfentung jroeiet 
pdtaKeler @eiaben gu beftimmen. 

(gig. 76.) fitappe bie bun^ i^re SProjeftionen 
g*!!!!' unb g" II b" geg. ^araUelgeraben g unb h ff^ 

um bie ^oiigontalfpuT TJW bet buti$ fie gelegten 

@bene al^ä SCdife in bie H.E. in bie Sage ga || V @« genügt, ba bie $oriji)ntaI= 
fput einer ©eraben juglei^ ein ipunit i^ret §orijonta(umtlappung ift, nur eine 
@erabe, etroa g, umguIEappen. 'hoA, von ber ^oiijontal- 
fpur U ber onberen ©eraben auf gj, gefaßte Sot ift ber (Jifl- '7- 

gefudite Stbftanb. 




97. e.aSeifpiet: Sie Sntfemung jRieier paralleler 
Ebenen gu beftimmen. 

{gig. 77.) ^ebe gu einer ©eroben ber geg. Ebenen 
fenEredite Ebene ift aui^ gu ben geg. @6enen fentredit 
unb fdjneibet fie nac^ paroltelen ©eraben, bie ben ges 
füllten älbftanb ^aben. 3Jian roä^Ce, als am einfa(i|ften 
gu jeii^nen, bie ju ben ^otijontalfpuren ber geg. Ebenen 
fentrec^te ^oiigontaCprojijierenbe @bene jur 6(^nitte&ene, bte^e fie mit ben er' 
geugten ©(^nittgetaben um ifite 9Serti(aIfpur in bie V.E., fo ift ber Slbftanb UV" 
biefer ©eroben ber gefüllte älbftanb. 

3iB- 78. 

98. 7. »eifpiel: 2>ie aßintel einer ebene 
mit beiben ©ninbebenen gu beftimmen. 

(^ig. 78.) göKe, ber S3eteinfa(%ung Vlber, tion 
einem unb bemfelben $unft Q beä StiffeS bte fenfret^ten 
Ebenen (bie ^origontaU unb bie Deitifalptojijietenbe 
Ebene) auf bie ©puren ber geg. @bene. Sie fd^neiben 
bie geg. Ebene unb bie @runbebenen nai^ gniei %nv. 
eiten, meiere bie tion Q aus [aufenbe §bfie, bie ©<^nitt= 
geiabe beiber projigierenber Ebenen, gemein ^aSen. Sre^e 
bie ^otijontafprojtgierenbe Sbene um i^re SBettifoIfpur in bie V.E., bie oertifaU 
proj^ierenbe um i^re ^oiijontalfpur in bie H.E., fo fommt baS erfte 6ifinitt- 
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brcicd in bie Sage AQW, baä jroeite in bie Sage BQU unb <): QA W = <^ « 
unb <^ QBU = <^ /? fittb bie gefud^ten SBinfel. 3ur ^robe: §ö^e QE J. AW 
gleich m^ QFXBU. 

99. 8. Seifpiel: ®en SEBinfel jroeier burd^ il^re ^Projcftionen geg. 
©etaben in roal^rer Otöfee ju beftimmen. 

Älappe beibe ®etaben um bie §orijontaIfpur i^rer ßbene in bie H.E. 

©inb bie ®etaben roinbfd^ief, fo bringe man fie juDor burd^ ^arattefeers 
fd^iebung jum ©d^nitt. 

®ie Umflappung bcS gemeinfamen ©d^nittpunltö beiber ©eraben mit beren 
§orijontalfpuren tjerbunben, giebt bie umgellappten ©eraben, bie ben gcfud^ten 
SBinfel cinfc^Iiefeen. 

100. 9. Seifpiel: 2)en Äeilroinlel jmeier ßbcnen in majorer ®röfee 
ju jeid^nen. 

ßrfteS 3Serfal^t:en auf ®runb ber SegriffSerHärung biefeä SBinlefe. 

©infad^fteS SBerfal^ten: 2)ie t)on einem beliebigen ^Punlt auf bcibe ©benen 
gefällten Sote fc^Iiefeen ben gefud^ten Äeil-- bejm. 9lebenfeilroinfel ein, ber nad^ 
bem 35erfal^ren 99) \>nx6) Umflappung gefunben wirb. 

101. 10. Seifpiel: 35cn 9leigungSn)inIeI einer ®eraben gegen eine 
ßbene ju beftimmen. 

35aä t)on einem beliebigen ?ßunft ber ®eraben auf bie 6bcne gefällte Sot 
fd^Ke^t mit ber geg. ®eraben einen 2BinfeI ein, ber ben gefud^ten ju 90® ergänzet 
unb nad^ 99) gefunben roirb. 

102. 11. Seifpiel: 3)ie näd^ftgelegenen 5ßunfte jmeier roinbfc^iefer 
®eraben ju beftimmen. 

&itm -2* burd^ g parallel h. Sot PQ von einem beliebigen $ßunft ber 
h auf JS. ?ßarallelt)erfd^iebung von PQ längä h bis jum ©d^nitt mit g. 

103. 12. Scifpiel: ®egeben ein gerabeS ober fenfred^teS, regelmäßiges, 
fed^SfeitigeS $riSma. ®runb5 unb Slufriß beS ^PriSmaS ju jeid^nen, wenn baS-- 
felbe mit einer ®runbfante AB auf ber H.E. fo aufrul^t, bafe feine ©eiten-- 
lauten eine burd^ bie SleigungSroinfel a < 90 unb /* < 90 gegen bie ®runb' 
ebenen gegebene 9{id^tung k l^aben. 

3)ie t)orgefd5iriebene Slid^tung k ber ©eitenlanten benfen wir unS cnt= 
ftanben aus einer, gu ben ©runbebenen parallelen bejm. fenfred^ten 3lid^tung 
kj mittels ^wtitx S)rel§ungen. ©ei k|J_H.E. alfo || V.E., fo breite man 

a) bie ®erabe k| , mäl^renb fie ber V.E. parallel bleibt , in eine Sage 
k2 mit Steigung cc gegen bie H.E., jeber 5ßunft bewegt ftd^ l^icrbei || V.E.; 

b) bie ®erabe k2, mä^renb fie bie Steigung cc gegen bie H.E. beibcl^ält, 
in bie Sage k mit Sieigung /9 gegen bie V.E., l^ierbei bewegt fid^ 
jeber ii^rer 5ßunfte || H.E. 



@en!rec^te £age von ©eraben unb Ebenen. 
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3)iefettc Scrocgung erteilen mx bem ganjen, mit feiner ®runbfläcl[ie auf 
\>tx H.E. rul^enben 5ßri8ma. 3)amit bei 3)rel^ung a) jeber $unft einen SBeg 
II V.E. befd^reibt, ift bie 2)rel^a(i^fe_LV.E. ju wählen. 9lel^men njir bie in ber 
H.E. t)erbleibenbe ©runblante jur Sld^fe, jeid^nen alfo AB_L3life, fo finb bie 
^orijontalprojeltionen ber bei ber S)rel^ung unb ^Paratteloerfd^iebung a) befd^ricbenen 
Söege — bie ^ßaraHeloerfd^iebung erfolgt nur ber Ueberfid^tlid^Ieit ber fjigur 
wegen — bie ^Paraffelgeroben jum Sli^ iuxä) bie begüglic^en 5ßunfte. 2)iefelben 
fd^neiben bie t>on ben entfpred^enben 5Pun!ten beS nunmel^r unter a geneigten 



m- 79. 




iinb II V.E. t)erf(i^obenen 2lufriffeö III ^ n auf ben 9li^ gefällten 2ote in 
ipunften beS neuen ©runbriffeS IV beS ^PriSmaä. 2)urcl^ bie l^orijontale 3)rel^ung 
h) erl^ält ber Orunbri^ V ^ IV feine unter /9 gegen V.E. geneigte Sage. 3)ie 
t)om ®runbri^ V gefällten ^rojeltionSlote treffen bie ^Parallelen junt 9li^ bnxä) 
bie entfpre(i()enben ^Punfte von TU, rütld)t bie aSertilalprojeftionen ber t)on biefen 
tpunften bei 2)rel^ung b) befd^riebenen l^orijontalen SBege barftellen, in fünften 
be3 Slufriffeä VI. 2)ie gefud^ten ^rojeltionen ftnb ©runbri^ V unb Slufri^ VI. 
<5i9. 79.) 



104. aiufgaben jum HI. Slbfd^nitt. 

3u bcroeifen bejn). gu bercd^nen: 

1. Sd^neibet man auf groei roinbfd^iefen ©eraben, von ben ^Ju^punften 
il^rer fürjeften Entfernung auS, Dier gleiche ©tredfen ab, fo l^at bie 
aSerbinbungäftredfe jroeier ©nbpunfte biefelbe Sänge unb bilbet mit ben 
beibcn SBinbfd^iefen biefelben SBinlel wie bie äJerbinbungäftredfe ber 
beiben anberen. 
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2. Mc 5ßunltc, tücld^c bie parallelen ©trecfen jrüifd^en groet beliebigen ftd^ 
fd^neibenben @benen im gleid^en SSerl^ältniS teilen, liegen in einer ßbene 
burd[l bie @ci()nittgerabe erfterer. 

3. 35ic ^ßrojeftionen paralleler ©tretfen auf eine (Sbene finb parallel uni> 
ben ©trecfen proportional. 

4. ©tel^t eine ©erabe fenlred^t auf einer Sbene, fo ift i^re ^Projeftion auf 
eine beliebige ßbene fenlred^t gur ©d^nittgeraben beiber Sbenen. 

5. 3lft i)ic ^albierungggerabe eines SBinfelä ju einer ®bene parallel, fj> 
halbiert il^re ^ßtojeftion aud() bie $roieItion beS SBinlelS auf biefc 
ßbene. 

6. 35ie ©umme ber Sote Don ben ©den eines 2)reiedfS auf eine beliebige 
©bene ift breimal fo grofe als baS £ot oom ©d^werpunf t ! ßrweiterung 
für baS n-Md. 

7. SBerben von einem beliebigen $unlt P lauter gleid^e ©trecfen nad^ einer 
beliebigen Qhtnt gebogen, fo bilben biefe fämtlid^ mit ber @bene gleid^e 
aßinfel unb il^re ©nbpunfte liegen auf einem ÄreiS, beffen 9Rittelpunft 
ber ^u^punft beS von P auf bie (Sbene gefällten ßoteS ift. 

8. 3>^be burd^ bie 3Ritte beS fürjcften SlbftanbS jmeier SBinbfd^iefen jroifd^en 
jte gelegte ©trecfe wirb in biefem 5ßunft l^albiert. 

9. 3ft eine von einem 5Punft nad^ einer Qbznt gezogene ©tretfc boppelt 
fo lang als baS oom ^Punft auf bie Qbznt gefällte Sot, fo beträgt i^r 
9ieigungSn)infel ben britten a^eil eines Siedeten. 

10. 3febe parallele, bie man jur ©d^nittgeraben jmeier beliebiger, burd^ 
jmei minbfd^iefe (Seraben gelegten @benen in ber minfell^albierenben 
ßbene le^terer jicl^t, l^at oon ben jroei minbfd^iefen (Seraben gleid^e 
fürjefte Entfernungen. 

11. 3)er ©d^roerpunft eines SSieledfS bejm. eines t)on einer beliebigen Sinie 
begrenzten ebenen %lä(i)tn\iM^ projiziert fid^ als ©d^merpunft ber 
^ßrojeftion. 

12. 3)ie ©umme ber Duabrate ber oier diagonalen eines ^ßaraUelflad^S ift 
gleid^ ber ©umme ber Ouabrate ber jroölf 5lanten. 

13. SBBeld^er ©a| gilt gmifd^en einer ©tredfe unb il^ren ^rojeftionen auf 
brei ju einanber fenfred^te @benen begm. beren ©d^nittgeraben? 

14. ®eg. bie (Entfernungen a unb b jmeier fünfte oon einer (Shtnt uni^ 
ber 2lbftanb c ber §ufepunfte il^rer Sote. ©efud^t bie (Entfernung ber 
fünfte unb ber 9leigungSn)infel i^rer 3SerbinbungSftredPe gegen bie 
Gbtnt. 

15. Sluf ber ßbcne eines red^troinfligen ©reiedfs fei im ©d^eitel beS redeten: 
SBinfelS eine ©enfred^te c errid^tet, beren oberer (Snbpunft t)on ben 
ßnbpunften ber ^ppotenufe bie Entfernungen a unb b l^at. (Sefud^t 
bie Sänge ber ^^potenufe? 

16. Sered^ne bie gläd^e ber ^rojeftion eines gleid^feitigen ©reiedfs von ber 
©eite a auf eine ju einer ©eite beS S)reiedfS parallele unb gegen bie 
Ebene beSfelben unter 30° geneigte Silbebene. 
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17. ©eg. bie ©eiten a, b, c eines beliebigen DreiecfS unb ein ^unlt im 
Slaum fo, ba^ je jroei ber äJerbinbunggftreden bed $unltd unb ber 
2)teiedf8ecfen ju einanber fenfre(i()t fielen. Serec^ne bie ^läd^en ber 
feitlid^en ^reiede. 

18. S)ie SBetbinbungägerabe bet ©d^eitel jroeier redeten SBinfel, beren 
©d^enlel paarroeife nai) berfelben SRid^tung parallel laufen, ftel^e fenl- 
red)t JU ben ®benen ber SBinfel unb fei c = 20 cm. Sluf bem einen 
©d^enfel beä einen SBinfelS fei Dom ©d^eitel auS eine Stredfe a = 48 cm, 
auf bem i^m nid^t parallelen beä anberen eine foId£)e gfeid^ b = 165 cm 
abgetragen. 3Bie lang ift bie biefe ®nbpunfte t)crbinbenbe StredEe? 

19. 3n meld^em 38erl^ältniä fielet eine gläd^e ju il^rer $ßaraIIelprojeftion, 
wenn bie ^Projeftionäftral^Ien mit erfterer ben SBinfel (p, mit festerer 
ben aßinlel tp bilben? 

f^olgenbe äCuf gaben finb gunäd^ft in $arallelperfpeltit)e, bann wd 
möglid^ nad^ bem SBcrfal^ren ber barftellenben (Seometrie ju jeic^nen: 

20. @ine @bene ju jeid^nen, bie t)on t)ier beliebigen fünften im Staum 
%ltxd)t @ntfemungen l^at. älnjal^l ber Söfungen? 

21. 3n einer ßb^ne finb bie ^Ju^puntte ber brei Sote geg., bie von ben 
edfpunften txnzd beliebigen 2)reietf8 auf fie gefällt ftnb; au^erbem fennt 
man bie Sängen biefer Sote. 2)a8 ©reierf in wal^rer ®rö^e ju jeid^nen. 
2l(§ (Sbene ber ^u^punfte roä^Ie man am einfad^ften bie H.E. 

22. denjenigen ^jJunft gu beftimmen, ber von fämtlid^en @dfen jroeier unter 
< ce gegeneinanber geneigter, longruenter regelmäßiger n^SdEe, bie eine 
©eite gemein l^aben, gleid^ weit entfernt ift. Seifpiel n = 6, a = 120 ^ 

23. ©efud^t ber Ort atter 5ßunfte einer 6bene, bie oon einem geg. 5ßunlt 
außerhalb eine geg. Entfernung s l^aben. ^öglid^Ieiten? 

24. ^n einer geg. ^hznt biejenigen ?ßunfte ju beftimmen, bie von jroei 
beliebigen fünften (Gbenen) gleid^e Entfernungen l^aben. 

25. S)en $unft ju beftimmen, ber von ben oier ©eiten eines minbfd^iefen 
SSierecfS gleid() roeit entfernt ift. 

26. Einen ^un!t ju beftimmen, ber von brei geg. Ebenen geg. Ents 
femungen l^at. 

27. Einen ^unlt ju finben, beffen Entfernungen von vitx geg. Ebenen jtd^ 
mie m : n : p : q t)erl^alten. 

28. Eine ©erabe ju finben, bie jroei (Segenfeiten eines minbfc^iefen SSieredfS 
im felben SSerl^ältniS fd^neibet unb auf einer berfelben fenfred}t ftel^t. 

29. Sluf einer geg. (Seraben einen $unft ju beftimmen, für meldten bie 
©umme ber Entfernungen t)on jroei beliebigen geg. 5ßunften beS StaumeS 
einen fleinften SBert l^at. (Sringe bie beiben burd^ ©erabe unb je 
einen ber geg. 5ßunfte beftimmten Ebenen burd^ 2)re^ung um bie ©es 
rabe jur 2)edEung.) 

30. ^n einer geg. Ebene einen fold^en ^unft ju finben. 

31. Crt aller ^ßunfte einer Ebene, beren SSerbinbungSgeraben mit jroei 
feften ^Punften beS SlaumeS gleid^e Steigung gegen bie Ebene l^aben? 
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32. gn einer geg. ßbene einen ^unft ju finben, beffen 3ScrbinbungSgeraben 
mit btei beliebigen ^ßunlten beS SlaumeS gegen bie ®bene gleid^ ge- 
neigt jtnb. 

33. SSon einem in einer Qhtm liegenben 5ßunft nai) einer jweiten ju 
biefer fenfred^ten (Sbene eine ©erabe ju jiel^en, bie mit beiben ©bencn 
gleiche SEBinfel bilbet. 3KögUd^Ieiten? 

34. @ine ©erabe ju finben, bie einer geg. (Seraben parallel ift unb t)on 
groei anberen geg. ©eraben gleid^e fürjefte Entfernungen l^at. 

35. 3tt einer geg. ßbenc eine ©erabe ju giel^en, bie t)on jroei beliebigen 
geg. fünften beä SlaumeS geg. 3lbftänbe l^at. 5Köglid^feiten? 

36. ®urd^ einen geg. $unlt eine &htm ju legen, bie parallel einer geg. 
©eraben ift unb t)on il^r einen geg. älbftanb l^at. 

37. S)urd^ einen geg. ^ßunft eine ©erabe ju jiel^en, bie von jroei geg. ©e= 
raben geg. fürjefte Entfernungen ^at. 

38. ®urci^ eine geg. ©erabe eine ©bene ju legen, bie mit einer anberen 
geg. ©eraben einen geg. 2Bin!el bilbet. (©ringe bie geg. ©eraben gum 
©d^nitt.) 

39. ^nvä) einen geg. 5Punft eine ©erabe ju jiel^en, bie gegen eine geg. 
Ebene eine geg. Steigung l^at unb einer jroeiten geg. Ebene parallel ift. 

40. 3wifc^en eine geg. ©erabe unb eine geg. Ebene eine ©trecfe t)on geg. 
Sänge fo gu legen, ba^ fie einer geg. Ebene parallel ift unb mit ber 
geg. ©eraben einen geg. SBinfel bilbet. 

41. ©eg. jroei 5ßunlte unb eine ©erabe. 2luf ber ©eraben einen britten 
5ßun!t JU finben, fo ba^ ba§ burd^ bie brei ^ßunfte beftimmte ©reiedf 
einen geg. gläd^eninl^alt l^at. 

42. 3n majorer ©röfee bie ^rojeftion eineä Quabratä t)on ber Seite a ju 
jeid^nen, menn bie Ebene beäfelben mit ber ^rojeftionSebene einen geg. 
SBinfel cc bilbet, eine EdEe beä DuabratS in ber ©d^nittgeraben beiber 
Ebenen liegt unb eine ©eite be§ Quabratä gegen biefe ©d^nittgerabe 
unter <$ /? geneigt ift. 

43. 3tt>if^^i^ jroei geg. roinbfd^iefe ©eraben eine ©tredfe von geg. Sänge fo 
JU legen, ba^ i^re ^irojeftion auf eine geg. Ebene eine geg. Sänge l^at. 
(S^xä^m juerft bie jmifd^en ben ^araHelebenen ber SBinbfd^iefen parallel 
t)erfd^obene ©tretfe burd^ ben Spurpunft ber einen SBinbfd^iefen mit 
ber geg. Ebene.) 

44. Ein Ouabrat oon ber ©eite a mit jroei ©egenedfen fo auf jmei geg. 
SBinbfd^iefe aufrul^enb gu legen, ba^ eä fid^ auf eine geg. Ebene als 
Sll^ombuä Don geg. ^lä^e projiziert. 

45. ©runb unb Slufrife eineä SöürfelS von ber Äante a gu jeid^nen, ber 
mit einer ©eitenfläd^e (Kante, Erfe) auf ber H.E. aufrul^t. 

46. 3)eägleid^en ein 2^etraeber, b. f). eine breifeitige ^ßpramibe mit lauter 
gleid()en Äanten. 

47. 2)urd^ eine geg. ©erabe eine Ebene gu legen, bie mit groei anberen 
geg. ©eraben gleid^e SBinlel bilbet. 
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48. 3n einer Don jroei geg. SBinbfd^iefen einen 5ßunft X ju finben, ber 
von ber anberen einen geg. 2l6ftanb l^at. 

49. SBeld^e ©benen burd^ einen geg. ^unlt bilben mit jroei bejro. brei geg. 
©benen gleid^e SBinfel. 

50. 3tt)if(I)en groei geg. 6benen eine ©tredfe Don geg. Sänge jo burd^ einen 
geg. $unft beä Slaumeö ju giel^en, bafe fte in biefem ^unft halbiert 
htiro, in einem beftimmten SJerl^ältniS geteilt wirb. 3MögKci^feiten? 

51. Surd^ eine geg. ®erabe eine @bene }u legen, bie mit groei geg. @benen 
gleid^e SBinfel bilbet. 

52. ®urd^ einen geg. 5ßunft eine Sbene ju legen, bie mit brei geg. ßbenen 
gleiche 28in!el bilbet. 



IV. aßfc^ttiff. 



finteifttitg. 

105. 3l^rer äußeren ©eftalt nad^ ftnb bie ftarren, anorganifd^en Statur- 
lörper, bie 3Rineralien, entroeber amorpl^ (geftaltloS) , b. 1^. fie beft^en feine be-- 
ftimmte gefe^mä^ige ©eftalt, ober fte ftnb allfeitig t)on Sbenen umgrenzt, bie 
nad^ einer urfprünglid^en (nid^t lünftlid^ erzeugten), für bie d£)emifd^e 3wfowi«^c«'- 
fe^ung beä SKinerafe roefentlid^en ®efe|mä^igfeit angeorbnet ftnb: fte finb frp- 
ftaHifiert. 

Jii^fett ttttb '^arantefet. 

106. Um bie (Seftalt eineä ÄrpftaUä ju bef (^reiben, b. 1^. um bie gegen^ 
feitige Sage feiner ©benen möglic^ft einfad^ matl^ematifd^ auäjubrüdfen, benft man 
fid^, ba jebe ßbene burd^ brei fünfte beftimmt ift, burd^ einen 5Pun!t im 3«"^!^» 
beS ÄrpftaHä brei ibeale ©eraben gelegt, bie fogen. 2ld^fen. 2)urd^ bie 2ln5 
gäbe ber brei ^Parameter, b. 1^. ber t)om 3Kittelpunft (©d^nittpunft) beS 2ld^fen* 
freujeS auSgemeffenen ©tredfen, bie von jeber 6bene beä ÄrpftaHä auf ben 2ld^fen 
abgefd^nitten werben, ift bie Sage jeber biefer @6enen einbeutig beftimmt, vqI. 82). 
3)ic Sld^fen lönnen fo geroäl^lt merben, ba^ bie ßbenen beS Ärpftallä fid) fi|m= 
metrifd^ um fie l^erum anorbnen. (Sine geioiffe Slnjal^l KrpftaUe befi^t fogar 
t)ier berartige Sld^fen. 
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pie Beibeit ^vfftal[ttfe%t. 

107. ©tc 3SergIcid^ung mcl^rcrcr Ärpftaffc eines unb begfelben SDlinerafö 
jeigt, ba^ nur in ben Äantenroinfeln Uebereinftimmung ftattfinbet, bafe fomit 
einer unb berfelben d^emifd^en 3Serbinbung, mtnn fie Ir^flallifiert, unDeränberlic^e 
^antenn)infel jugel^ören; bal^er 

1. ®efe^: 3ebe Ärpftattfläd^e fann paxaUd oerf droben gebadet werben, 
ol^ne ber Slrt ber Srpftallform ©intrag ju tl^un. (®efe| ber SBinfelfonftanj 
ober ber ungleid^en 3^«ttalbiflanj|.) 

3)arauS folgt, ba^ jur Sagenbeftimmung einer Ärpftattfläd^e bie Stngabe 
beä 3Serl^äItniffeS il^rer ^Parameter vollauf genügt. 

diejenige ßbene, roeld^e bie brei ^^'{tn naä) ben brei ©inl^eiten a, b, c 
fd^neibet, f)ai baä „3^^^"" ober ben Sld^fenauSbrudf a : b : c. 

Srgenb eine anbere ÄrpftaHfläd^e f)ai bann baS 3^'^^« 

A a : |tt b : «/ c = a : m b : n c, 

wenn -y- = m unb -y- = n gefegt wirb. 

2)ie genaueften Seftimmungen ber ^Parameteroerl^ättniffe fämt(id()er be- 
fannten Ärpftalle ergaben baS 

2. @efe|: 2ltte Ärpftattpäd^en fd^neiben bie 2ld^fen nad^ meift einfad^en 
unb ftetS rationalen SJerl^ättniffen, 

b. 1^. m unb n finb entroeber ganje 3^^!^^^^ ^^ affgemeinen jroifd^en ben 
©renken 1 biä 6 ober bie auä ibnen gebilbeten Srüdbe mt etwa -ö-, -q-, t^ 

O o o Ä ö * 

~3~' "2 ' T" "• ^' ^•' ^i^^^''^ bagegen SBurjelgrö^en, fo ba^, mit 2luSna^me beS 
©ed^öedpg, oom ^ünfedf einfd^Iie^lid^ an, fämtlid()e regelmäßigen SSieledPe oon ber 
Umgrenzung ber Ärpftaffe auägefd^loffen finb. 

^tf ber ^ttffiattflä^en. 

108. 9lad^ ben ^Paramcteroerl^ältniffen bejeid^net man bie Är^ftafffläd^en afö 

1. ^^ramibenfläd^en : fie fd^neiben äffe brei 2ld^fen, bal^er i^r 3^i^^^ 

a : nb : mc 

2. ^riSmenfläd^en : fie finb einer 2ld[)fe paraffel, etma || a^Sld^fe, bal^er 

baä 3^i^^« 

oo m 

oo a : n b : m c = — a : b : — c = oo a : b : m' c 

n n 

oo n 

= — a : — b:c = ooa:n'b: c 
m m 

3. ©nbftäc^en: fie finb groei Sld^fen paraffel, etroa || b^Sld^fe unb || c--2ld^fe, 
bal^er baä S^^^^^ 

a : oob :ooc = oa:b:c, ba ■— - = o unb — - = 1 

' oo oo 
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9ie iLxifflattftfflemt. 

109. 2lcl^fcn, bie gcgcneinanbcr glcid^ geneigt ftnb unb uon fämtKd^cn 
Srpftattfläci^cn na6) bemfclbcn ^aramctetDerl^ältnis gcfd^ntttcn iDetbcn, l^ct^en 
gleic^iDertig. 

3tai) 3ln/\al^l, ©teHung unb SBertigfcit bet Sld^fen laffen ftd^ fämtli(i()c bc- 
fannten Ärpftaffe in folgcnbe ftebcn ©pfteme einteilten: 

A. 2)reiac^jtge Ärpftallc. 

a) 35rci fid^ gegenseitig l^albicrenbe, ju einanbcr fenlred^tc 2lci^fcn a J_ b ± c. 
SBBä^Ic ®6cne (ab) i^orij^ontal, bie C'2ld^fc oertifal. gig. 80. 

a) alle Sld^fen gleicl^n)ertig : 

a = b = c ... SlcguläreS Softem. 
/9) 3w>ei 2lcl^fen gleichwertig: 

a = b ... Duabratifd^eS Softem. 
7) Sitte %d)\tn ungleid^roertig: 

. . . SH^ombifd^eS Softem. 

b) ^rei fic^ gegenseitig l^albierenbe 'Sld)\tn, iavon jroei ju einanber fenf- 
ted^t, bie britte bagegen nur nod^ ju einer ber erfteren fenlred^t, jur 
anberen fd^ief, alfo b±c unb b±a, nid^t mel^r c±a: 

3Konoflineä Softem. 

c) 2)rei jid^ gegenfeitig ^albierenbe 2ld[;fen, bat)on jroei ju einanber fenf? 
red^t, etwa b X c, bie britte gegen beibe geneigt : 

S)iflineä B^^Um. 

d) 3)rei fid^ gegenfeitig l^albierenbe Std^fen, jämtlid^ fd^ief ju einanber: 

2^riflineä Softem. 

B. SSierad()fige Ärpftatte. 

2)rei gleid^roertige Sld^fen in einer @6ene (l^orijontal) , ftd^ gegenfeitig 
l^albierenb, unter 60®, bie t)ierte ungleid^roertige im ©d^nittpunft erfterer 
auf beren ßbene fenfred^t {%\q. 101): 

^ejagonaleä Softem. 

110. ^r baä SBerftänbniä ber Är^ftattformen ift eS ratfam, ftd^ festere 
felbft aus bünnent ^ßappbedfel anzufertigen, ^iergu ift bie 3eic^ttung beä 5Re$eS 
ctforberlid^ , wie bieä im f olgenben Bei einigen Är^ftatten angebeutet ift. Unter 
bem 9ie^ x)erftel^t man bie, in f ortlauf enbem 3^8 i" ^^"^ ßbene ausgebreitete 
Dberfläd^e eines Är^ftattS, bie man fid^ nad^ möglid^ft wenig Äanten aufgefd^nitten 
gu benfen ^at. 
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111. S^^^w^Ö i« ^arattelperfpcftioe mit Steigung 60° unb 3Scrfürjung 
auf -Q- : 2Kä S^i^'^wngScbcnc roäl^lc man am günftigften bie @bene bcr SScttifal^ 

ad^fc Z unb bcr Ouetad^fc Y; jeid^nc alfo OCX OB unb 00 = z = a unb 
OB = y = a, bann crfd^eint bic glcid^gto^c, rocil glei(i()n)cttige, btittc Slc^fe, bie 
Sängäac^fe x = A, bie in SBirflid^feit ju ben beiben erften fenlred^t ftel^t, gegen 

bie Ouerad^fe unter <AOB' = 60° geneigt unb auf -q- a t)er!ür}t. %x%. 80. 

OuenftebtO fennjeid^net bie ©leid^roertigfeit ber 2ld^fen mit ben SfBorten: 

„'Säa^ ber einen 2(d^fe red^t ift, ift ber anberen biffig." S)a fonad^ jebe ber brei 

3ld^fen mit gleid^em Siecht ate X-- ober Ys ober ZsS^c^fe betrad^tet werben fann, 

fo erfe|t baä ^ix(i)zn a : na : ma in aUgemeinfter SBeife bie fed^S gteid^roertigen 

gläd^en 

X : ny : mz nx:y:inz nx : my : z 

x:iny:nz inx:y:nz mx:ny:z 

eine§ jeben ber ad^t Cftanten, in meldte ber Slaum burd^ bie ßbenen ber brei 
3ld^fen geteilt wirb. 

a : na : ma ift fomit baS S^ici^en für fämtlic^e Är^ftaUfläd^en , b. f). ba§ 
3eid|en beS ÄrpftaffS felbft. 



Pie fieten xtiutixen ^VffiaKe. 

112. ©iebt man ben Parametern n unb m aUe möglid^en Jöerte, fo er- 
hält man folgenbe regulären SrpftaUformen : 



gig. 80. 
z 



6§ fei m = n unb jroar 

1. m = n = 1 giebt a : a : a 



+y 



ba§ Dftaeber 0, in iebemOftan^ 
ten nur eine Gbene, bal^er umgrenjt 
oon 8 ^lädSien, bie ju je 4 in einer 
ßdfe jufammenfto^en ; befi^t bal^er 
6 oierfläc^ige , gleid^fantige @dfen 
mit im ganzen 12 gleid^en Tanten 
— unter Tanten finb \thoä) leine 
Stredfen, fonbem bie Äantenroinfel 
ju t)erfte[)en — unb l^at fomit bie 
©eftalt einer oon jroei regelmäßigen 
oierfeitigen fenfred^ten ^JJ^ramiben 

mit gemeinfd^aftlidder ©runbfläc^e gebilbeten 2)oppeIppramibe. 2llaun, 

Diamant, SWagneteifenerj. gig. 80. 




Quenftebt, $rof. ber aKineralogie unb Öeologie in 2;üMngen 1837—1889. 



ober 

a : a : 2a 

3:riafig= ober ^i^ramibenollaebei 20, ba ber ^r^ftall ben ginbrucf 
etneä Cttaebetä mad&t, auf beffen 5(ä(fien, pon ben Jtanten üuä, btei» 
Zeitige ^^lamiben aufgefegt jinb. @3 befi^t 8 breifläi^ige gleic^fanttge 
(Sien in ben 3Bitten b« Dttanten, fogen. SBürf eleden , unb 6 aä)U 
f(äct)ige @(!en mit abtoec^felnb gleiten Kanten, bie fogen. Cftaeber= 
erfen an ben @nben ber 31(^fen. ©inb (ämtli(^e J'^f^en gleit^ gto^ 

Sifl- 81. 




entroidett ober, roie man fagt, „im ®l£i(^fleiti(^t", fo befte^t bie Ums 
grenjung auä 8 , 3 (ongnienten ftumpfroinHig gleicfif^enfligen ^reieden. 
Tiiomant, glulfpat, ©leiglonj. ^ig. 81. ajiittel« Umtfappung ber 
e6ene (COD) um OD in (AGB) tx^ält man bie §ü^e GE 6egro. 
ben ©c^entel CE be« 9te|breietfa. ^ig. 81a. 

%fit anbeten eisten Srüd^e für m = n liefern ebenfalls ^^ramiben-- 
oftaeber, nur mit anbeten Äonten, j. S. geben — unb -^ bie ^^ro: 
mibenottaebet 



a : a : 4 a unb a : a : 



3 



giebt 



SKtiombenbobetaebet ober ©ranatoebet ooO, mit 8 bteiffai^igen 
Würfel- unb 6 Dietfläctiigen Cftaebereden mit im ganzen 24 gleidien 
Äanten. Sefte^t (Sleit^geinii^t, (o bilben 12 tongruente Si^omben bie 
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Umgrcnjung. ©ranat, S3Icnbc. gig. 82. %iQ. 82 a jcigt bic Umllappung 
bcr (SScneJCOD). 2)ie 3)iagonaIcn bcr SR^ombcnfcitenPäd^cn finb 
AB = l/2'. a unb 2EG = a. 




gig. 82 a. 




4. m = n > 1, etwa 2, gicbt a : 2a : 2a 

3ilofitetracbct202, mit 8 brcifläci^igen glcid^Iantigcn SBütfctedcn in 
bcn 3Kitten bcr Dftanten, 6 oicrpäd^igcn glcid^Iantigen DItacbcrcrfen an 
bcn ßnbcn ber Sld^fen unb 12 Dicrfläd^igen fogcn. S^ifd^enccfcn, jcbc mit 




5ig. 83 a. 



QA-Aif-iOB 




abrocc^fclnb glcid^cn Kanten, an bcn ßnbcn bcr 3tt>ifci^«nad^fen, b. 1^. bcr^ 
jcnigcn ©craben, rocld^c bie SJBinfcI ber ^auptad^fen l^albieren; bei 
©Icid^geroici^t umgrenjt Don 24 fongruenten 2)cttoiben, baS ftnb SBiet^ 
edfe, meldte eine 2)iagonaIe jur Spmmetriead^fc l^aben. ä[nalcim, ®ranat. 
gig. 83. Umflappung ber @bcne (COD); baS 9ic|beItoib beftimmt 
\i\xxi) AD, DE, CE. gig. 83a. gür 
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5iö. 84. 

~7r 



m = n = l-g-, 3 u. f. f. 
cntftcl^ctt 3fofitetracbct mit anbeten Tanten. 

5. m = n = oo giebt a : ooa : ooa 

SOBürf el ober J^ejaeberooOoo, mitS breifiäc^igen red^troinfligen @cfen 

mit im gangen 12 gleid^en Tanten ; bei ©leid^gemid^t umgrenjt Don 6 fon^ 

gruenten Quabraten, anbetenfaffg oon brei paaren 

paralleler fongruenter SRec^terfe. "^(x^ ftereome- 

trifd^ ate Ouaber bejeid^net roirb, ift Irpftaffo= 

grapl^ifd^ ein SBürfel, t)gt. 107), ®efe^ 1. gig. 84. 

©teinfalg, @ifenfie§, ^lufefpat, Steiglonj. 

®ö fei m nid^t gleid^ n unb jroar 

m irgenb ein enbüd^er SBert unb n = o, fo entfielet 

a : ma : oa = ooa : ooa : a 

b. \j. mieber ber SBBürfel. 

6. m irgenb ein enbUd^er SBert unb n = oo giebt 

a : ma : ooa 

2^etra!iäl^e5aeber ober ^P^ramibenmürfel ooOm, ba ber Är^ftaff 
ben ßinbrucf eineä SBürfelS mac^t, auf beffen ^Jläc^en, Don ben Äanten 
o^x%, fenfred^te oierfeitige ^^ramiben aufgefegt jtnb. 6 Dierfläd^ige gleid^-- 
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fantige Dftaebereden an ben ßnben ber 2lci^fen, 8 fed^äfläc^ige SBürfel« 
edfen mit abmed^felnb gleichen Äanten. 33ei ©leid^genjid^t umgrenjt y^t^x^. 
4 . 6 gleic^fd^enlligen 3)reierfen. ^(u^fpat. gig. 85. 

auctbed, ©tetfometrte. 5 
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7. m fonjol^I als n trgenb ein cnbtid^cr Sßcrt 

a : m a : n a 
^ejafiäoftacber ober Sld^tunboierjigf (äd^ner mOn, mit 8 fec^ö? 
jläd^igen SBürfel^, 6 ad^tfläd)igen Oftaeber-- unb 12 üierfläd^igen Swif^^^"' 




Ol'JM'LatR^iiBf 



ecfen, jebe biefer ©cfen mit aSroed^felnb gleid^en Äanten. 33ei ©leid^gemid^t 
umgrenjt t)on 8 . 6 fongtuenten ungleid^feitigen 3)reiecfen. 3)iamant. 
86 für m = 2 unb n = 3 ba§ l^äufigfte ^ejafiöoftaeber 2 03. 



113. 3m Dorl^ergel^enben mürben bie beiben l^äufigft gebraud^ten Ärpftall- 
begeid^nungen, bie SB e i fe fd^e unb 91 a u m a n n f d^e, oermenbet ; erftere nad^ ^ara; 
metert)erl^ältniffen, bie befte, t)on bem 33egrünber ber ^r^ftaHograpl^ie 2Beife, einem 
Sd^üler beö SleformatorS ber 3JiineraIogie unb ©d^öpferö ber ©eognofie ©ottlob 
2l6ra^am SBemer, ^rof. in ^reiberg i. ©., 1 1^17, (entere von ^rof. 5Raumann 
in Seipjig, auSgegeid^net burd[) einfad^ere ©d^reibmeife unb Ueberfid^tlid^Ieit. 

3ufammenfteKung ber reg» Är^ftaHformen nad^ 5Raumann: 



mO- 







mOn 



mOm 



ooO 



cx)On 



ooOoo 



114. Slujser in ben im üorl^ergel^enben befprod^enen Är^ftattf ormen , ben 
fogcn. SSottfläd^nern ober ^oloebern, frpftaHifieren t)iele reguläre 5IRineraIien in 
formen, bie als ^albfläd^ner ober ^^emkitx bejeid^net werben, ba bei it)nen 



^xi)ftaUoqxapf)\t. 
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nur bie eine ^älfte ber %lä(!^tn ber ^oloeber audgebilbet i% bie anbete bagegen 
übcrroad^fen wirb, ^^xe Silbung erfolgt nad) bret ©efe^en: 

a) 2)ie gläd^en abroed^felnber Dftanten roac^fen: ©eneigts ober fdiieffläd^ige 
^emtebrte, aud) tetraebrifd^e ^entiebrie genannt. 

b) 2l6n)eci^felnbe ^läc^en road^fen, wobei fid^ gleid^oerl^altenbe ^läd^en in 
9?ebenoItanten aneinanber fto^en: ^arattelfläd^ige ^emiebrie. 

c) Slbrocd^felnbe ^läd^cn wad^fen, wobei fid^ nid^t gleid^ »erl^altenbe ^läd^en 
in 5lcbenoftanten aneinanber. fto^en: ®^roebrifd^e ^emiebrie. 3« ii^^tx 
§emiebrie fr^ftallifteren nur fe^r wenig 3WineraIien, j. 95. ©almiaf, 
bal^er mögen nur bie beiben erften ^emiebrien bel^anbelt werben. 

2)a mit gleid^em SRed^t jebe ber beiben ^läd^enl^älften eineä SBoIIfläd^nerä 
alö bie wad^fenbe betrachtet werben fann, fo entftel^en auä jebem SSoIIfläd^ner jwei 
^albfläd^ner, bie jtd^ nur burd^ il^re gebrel^te Stellung unterfd^eiben unb mit ±_ be* 
geid^net werben mögen. 

^eneigfftai^ige ^emitbxie. 

115. 3)ieienigen SSofffläd^ner, bie oon gläd^en umgrenzt finb, weld^e fid^ 
in jwei unb mel^r 9?ebenoftanten erftredfen •— erfenntlid^ am Parameter oo — 
geben, ba alsbann mit bem einen Dftanten jugleid^ ber 9iebeno!tant wäd^ft, 
^cmieber, bie fid^ oon bem ^oloeber nid^t unterfd^eiben. ®ie§ ift ber %aU bei 
oo 0, oo On, CO cx). 3Jlan erl^ält fomit nur oier neue Körper: 



1. 






2 V« — . "/ — 2 

ba§ Xetraeber, §albfläd^ner beS DItaeberö, mit 4 breifläd^igen glei(^5 
fantigen Sdfen unb 6 gleid^en Tanten, umgrenjt oon 4 gleid^feitigen 
^reiedfen. ^al^Ierj. Sorajit. ^ig. 87. 

Sig. 88. 

c 

€ 



Sig. 87. 




ÄJ)'D£ 
CF^AJB 




CF-ÄF 

AS -BS 
AK KUr 



2. 



fj \Oi • 8i . IXl ciij — c\ t 

baö 3)eItoibbobefaeber, §albfläd^ner beä ^^ramibenoftaeberS , mit 
8 breiflöd^igen, gleid^fantigen, abwed^felnb gleid^en unb 6 oierfläc^igen 
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3. 



unglcid^fantigen ßcfcn; bei ©Icid^gcroic^t umgtcnjt t)on 12 S)cItotben. 

1 . . mOm 
-rt" (a : m a : m a) = 5 r 

baö 2^rigonbobc!aeber ober ^^ramibentetraeber^ §attfläd^ttet 
beS 3[Iofitettaeberg, 4 breifläd^ig gleid^fantige unb 4 fed^Sfläd^ig un- 
gleid^fantige @den. 33ei ©leid^geTOid^t umgrenzt uon 12 gleid^fd^enfligen 
©reiecfen, fo ba^ auf ben ^läd^en eineä SCetraebetS fcnfrcd^te breifeitige 
5|Spramiben aufgefegt erfd^einen. ^al^Ietj. gig. 89. 





4. 



1 , , mOn 

^ (a : m a : n a) = — — 



baö^ejafiätetraeber, §aI6pci^ner beä ^ejafiäoftaeber, umgrenjtoon 
24 ungleid^feitigen 3)teie(fen, 14 (breierlei) ©dfen unb 36 Äanten. 
^al^lerj. 33ora|\it. §ig. 90. 



116. SBäl^renb an ben geneigtfläci^igen §albfläci^nern, wie ber ?Harm jagt, 
feine parallelen ^läd^en auftreten, finb bie Äörper ber parattelfläc^igen §emiebrie 
oon lauter parallelen ^läd^enpaaren umgrengt, wie bie 35ottfIäd^ner. §ier lönncn 
notroenbig nur Bei benjenigen SSottfläci^nern §albfläci^ner entftel^en, bie in jebent 
DItanten 6 nid^t teitoeife jufammenfaHenbe ^läd^en beft|en — erfenntlid^ boran, 
ba^ bie Parameter m unb n uerfd^ieben finb — , benn betrad^tet man j. S. baö 
^^ramibenoftaeber, fo ftellt jebe§ ber 3 gIeicf)fd^enHigen 2)reiedfe cineä DItanten 



^rpftaUograp^ie. 
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iwti, in eine Sbene gefallene 2)reiecfäfläcl^en t)or: man f^at nur Don bet SEBürfel^ 
edfe bie SCtanSt)erfale narf> bet 3Ktttc ber Dftaebetlante ju jiel^en. SBad^fen fomit 
bie abroed^felnben ^älften ber 3 gteid^fd^enlligen ^teiedfe, fo wäd^ft ber ganje 
Oftant unb bamit aud^ ber Slebenoftant, ba wad^fenbe ^läd^en in 9lebenoftanten 
aneinanber ftojjen, b. f). alle Dftanten road^fen ober ber ^albfläci^ner unterfd^eibet 
fid^ nic^t Toon feinem SSottfläd^ner. 9Ran erl^ält fomit nur ^voti neue Äörper: 



1. 



1 _ ^ r^oOm_l 

"2" [a • nia : ooa] = ^ — I 



baö ^entagonbobefaeber ober ^^ritoeber, ^albfläd^ner beS $9ra'- 
mibenmürfelä, bei ©feid^geroic^t umgrenzt oon 12 fpmmetrifd^en , nid^t 
regelmäßigen günfedfen. 3)ie ©pmmetriegeraben finb bie ©d^nittgeraben 
ber günfedfSfläd^en mit ben §auptad^fenebenen. 2)urd^ il^re größte 



Sig. 91. 




wo //CO 

rr//Ao 



Sänge auögejeidE^net finb bie in le^teren liegenben brei 5ßaare ben 
2ld^fen paralleler Kanten, fogen. ©ipfelfanten , bie burd^ je jmei $ßaare 
einer unb berfelben Sld^fe paraffeler günfedfgfläd^en erjeugt werben. 
eifenlieS. Äobaltglanj. gig. 91. 



y [a :ina:na] = 1 — ^\, 



ba§ ©iploeber ober ©^alisbobelaeber, aud^ gebrod^eneö 
^entagonbobefaeber — ba bie f^mmetrifd^en günfedfe beö Pentagon? 
bobelaeberS nad^ il^rer S^mmetriegeraben gemiffermaffen gebrod^en er^ 
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ÄrpftaHograpl^ic. 
Sig.92. 




fd^eincn — ift bcr von 24 3^rapegoibcn umgrcnjtc §aI6päci^ncr bcS 
3l(^tunbt)ictjt9fläd^ncrg. 5ßprit. §ig. 92. 

^efatfoebtie. 

117. ßnblici^ lennt man nod^ reguläre Är^ftaHe, bei betten nur ber merte 
%tH ber §oloeberf(äd^en auSgebilbet ift, j. S. bei Sar^umnitrat. 2)iefe SSiertefö^ 
fläd^ner ober 2^etartoeber werben crl^alten, inbem man bie SoHfläcl^ner groeien 
ber in 114) aufgefül^rten §emiebrien a, b, c unterwirft. 

118. Kombinationen. 

SJielfad^ finb bie Ärpftatte feine einJ^eitlid^en formen. 35ie umgrenjenben 
gläd^en gel^ören bann mel^reren ber oben befd^riebenen Är^ftaUformen an: ber 
Ärpftatt ift eine Kombination. 3)ie an xf)m oorl^errfd^enben , b. \). am ftärfften 
öuSgeprägten gläd^en bilben feine ©runbform (§abitu§). ©ie roirb ben anberen, 
weniger mäd^tig entwicfelten Krpftattformen oorangefd^rieben. 3w unterfud^en ift, 
wie Ie|tere an ber ©runbform auftreten: 

S)enft man fid^ fämtlid^e regulären Kr^ftaHformen um ein unb baäfelbe 
©pftem ber brei asSld^fen l^erum angeorbnet, fo finb bie, innerl^alb ber ©runb^ 
form liegenben gläd^en ber anberen formen oom Sld^fenfreujmittelpunlt weg, 
bie au^erl^alb liegenben in ber Slid^tung auf jenen SJtittelpunlt ju, fid^ felbft 
parallel, an ben 9lanb ber ©runbform §u oerfd^ieben , wo fie entweber @dEen 
ober Kanten abftumpfen begw. jufd^ärfen. 



119. 

ooOoo.O 



33eifpiele. 

©runbform ein SBürfel, beffen 8 (Srfen burd^ bie 8 Dltaeber- 

flädtjen gleid^mä^ig abgeftumpft werben, ©tatt ber aBürfcledfen 

beobad^tet man gleid^f eitigc 3)reiedfe. ^lu^fpat. fjig. 93 a. 



^ti^^iaUoqxapf^it. 
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. oo oo DItacber, bcffcn 6 ®(f cn butd^ bie 6 SBürfcipäd^en gleid^mäBtö 

abgcftumpft roetbcn. 2ln ©tctte ber Dftaebcrerfcn crfc^eincn 
Quabratc bcjro. Slcd^tcrfc. S3(eigfanj. %xq, 93 b. 

©inb Dftacber unb SQäürfcl gleid^ ftarl entroirfclt — „im 
©Icid^gcroid^t" — fo entfielt 

ooOoo.o = O.ooOcx) baS ^au^fd^c Äubooltacbcr, umgtcnjt t)on 6 Quabratcn 

unb 8 glcid^f eitigen SDrcicdf cn. SifcnüeS. ^ig. 93 c. 



gig. 93 c. 



Sig. 93 a. 





5ig. 93 b. 



/"-\ 



O . oo Dftaebcr, bcffen 12 Äantcn t)on bcn 12 gläc^cn beä ©ranatocbcrö 

gletd^mä^ig abgcftumpft rocrbcn. 9)te neuen ßcfen jeigt gig. 93 d. 

cxdO.O ©ranatoeber, beffen SBürfcIedfen t)om Dftaeber gleid^mcijjig ab= 

geftuntpft werben, fo ba^ gteid^feitige ©reiecfe bafür auftreten. 

ocOoo.ooO 9BürfeI mit gleid^mäfeig abgeftumpften Tanten. 3)ie mn tnU 

ftel^enben ©cfen jeigt ^ig. 93 e. 

oo oo . cxj . SBürf el mit gleichmäßig abgeftumpften Äanten unb ®cf en. 

SBaö für Sielerfe treten an ©tette ber urfprünglid^en SBürfel^ 
ecfen? gig. 93 f. 



gtg. 93 d. 



gig. 93 e. 



gig. 98f. 



E 





ooOoo . mO SBürfel, beffen @cfen von ben Äanten au§ breifläd^ig jugefd^ärft 

werben, ^ig. 93 g. 

ooOoo. mOm SBürfel, beffen ©den üon ben %lä(i)zn au^ breiflädEjig jugefcf)ärft 

werben, gig. 93 h. 

O . mOm Oltaeber, beffen ©cfen t)on ben gläd^en auS üierfläd^ig jugefd^ärft 

werben. 

oo O . m m ©ranatoeber, beffen Äanten t)on ben ^läd^en be§ !3f ofitetraeberö 

gleid^mäßig abgeftumpft werben. 

ooOoo . ooOn SBürfel, beffen Tanten Don ben ^läd^en auä jweifläc^ig jugefd^ärft 

werben, ^ig. 93 L 
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20.30 



30.20 



+ 




2 • 



Ol 
2 







, ooOoo 



^pramibcnoftaebcr, beffen Dftacberfanten jroeifläci^ig jugcfc^ärft 
TDcrbcn. 

^pramibcnoftacber, beffcn Söütfclecfcn von bcn %lä6)tn auS brci? 
fläd^tg jugcfd^ärft werben, fo ba^ eine fleine bteifeitige ^^ratntbe 
aufgefegt erfd^eint. 

2^etraebet, beffen (Scfen t)om jroeiten 2^etraeber gfeid^mäftig ab- 
geftumpft finb. Sin ©teile ber ©den erfd^einen gleid^feittge 2)retJ 
ecfe. @inb Seibe 2^etraeber im Oleid^geroid^t , fo entfielet baS- 
Dftaeber. ^a^terj. 

^etraeber, beffen Tanten oom 2BürfeI gleid^mä^ig abgeftumpft 
finb. ©fijjiete bie neuen ßcfen. 

^'■'''- SiMBh. ^'«•««^- 






I — 2 — I . ooOoo ^entagonbobefaeber, beffen 6 längere Tanten von ben 2BürfeI- 

fläd^en gleid^mä^ig roeggefd^nitten werben, ©ifenlieä. 

I — 2 — I . = . I — 2 — I ^entagonbobefaeber unb Dftaeber im ©leic^ge- 

roic^t, umgrenjt von 12 gleid^fdtjenfligen, ben ^entagonbobefaeber^ 
flächen angel^örigen, unb 8 gleid^feitigen, ben Dftaeberfläd^en an* 
gel^örigen 3)reiedfen. Äobaltglanfi u. f. f. SSgl. baS ^Macber 
160) unb 178). 



Siua&rafifc^e$ $i?|iem. 

120. ^arallelperfpeftiue 3«i^"wng be§ Sld^fenfreujeä. 
^ig. 94: Die ®bene ber jroei gleid^en a?2ld^fen fei bie H.E., bie un* 



gleid^mertige c^Sld^fe fei bie 35ertifalad^fe 0.C ^ OB, 



OBXOC, < AOB' = 60^ OA^-g- 



B 



pie quabtatif^tn ^xtfflattfoxmen. 
121. 3)ie ^läd^en beä allgemeinften Äörperä gelten von 

» 

a : na : mc = mPn 

nadE> 5Raumann, Bei roe[d[)er Sdtireibroeife fid^ ber Parameter Dor P ftetS auf 
bie c^Slc^fe/ ber jenige nad^ P auf bie a^Sld^fen begiel^t: eine 3)oppeIp9ramibe^ 



&T^aaoitaipS)it. 7S 

t)ie i^tet Sqmmetiie megen tr^ftaHograp^tfifi tüx% i^g. 97. 

a(« ^^tantibe bejeidinet roiti), Ü6et einem in ber 
H.E. Itegenben f^mmetnfd^en, gleii^feitigen, abet 
nic^t tegcfmö^igen 3l(^terf, niesen enblic^en 5ffiert 
n -^ 1 auc^ ^ben mijfle, mit 8 gleidien ©runb: 
unb 8 abnei^felnb glei(^en ^oltanten, ba^ei audi 
(4 + 4)>Iantige eber bitettagonale ^ramibe, 
fpi^er ober ftumpfer, je nad^ibem m ^ 1. gig. 97. 
@ie6t man m unb n alle müglid^en äSerte 
}iDif(^en unb oo, fo erhält mon (ämtliiiie Siv^\ta\l-- 
fonnen beä quabiatifi^en Sqftemä. 

1. n ^ 1 , m = 1 giebt a : a : mc =^ mP 

quabtotifi^e ^^ramibe erftei älit, eine überbemSZluabiat ABA'B* 
flefienbc fpi^eie obec flumpfeie fetitwi^te ^oppelp^tamibe , bei ©leic^» 





gemid^it umgtenjt Don 8 glei<!^((^en{e[igen longtuenten ^reieifen, 4 
gleiche @nmb= unb 8 gleiche Spolfanten. ^ig. 94. 

2. n =1, m =^ oo giebt a : a : ooc = ooP 

quabratifi^e ©ante etftet Sit, eine nad) bet cStc^Je offene j^onn- 
Wifl. 95. 

3. n =: 1 , m = o giebt a : a : oc = oF = ooa : ooa : c 

bte getabe iSnbflädie obet bai $ina(oib, ein jur H.E. |>aiolIeIe& 
gliW^enpocr bur(^ bic gnbpunite ber cStdife. 

n ^ 1 , m = o giebt 

loieber bie gerabe Snbfläc^e. 



:na:oc = oc>a:ooa:c 



n ^ 1 , m _^ 1 giebt a : n a : 
bitetragonaCe ^^ramibe, (5ig- 97. 
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5. n^l , m = c» a : na : ooc = c5oPn 

bitctragonalc ©äulc, arf^tfcitig, offen in bct Slid^tung bcr c=9lcl^fe. 
n = oo . m = o . a:ooa:oc = oP 



roieber bie gerabe ©nbfläd^e. 



m- »5. 



gig. 95 a. 



/' 




5iS. 98- 



J' 



?'■ 



iJL 




1 1-< -"^ V. — / I1 



6. 



n = oo 



m ^ 1 



a:ooa:mc = mPc» 



quabtatifd^c ^P^rantibe jjrocitcr 2ltt, gegen bie erfte quabratifc^e 
^pramibe yxxa 45° gebrel^t, fo bafe bie 5ßolfanten bet ^ß^ramibe erfter 
Slrt in ben ^löc^en berjenigen ^weitet SIrt liegen, ^ig. 96. 

7. n = cx) , in = oo a:ooa:cx)c = ooPc» 

quabratifd^e ©äule jroeiter 2lrt, gegen bie ctfte quabratifd^e ©aule 
um 45° gebre][|t, offen in bet 3lid^tung ber c^SIc^fe. 

n = o , m = o , a:oa:oc = oP 

gieBt roieber bie gerabe ßnbfläd^e. 

11 = , m^l , a:oa:mc = ooa:a:c5oc = cx)Pc» 

giebt roieber bie jroeite quobtatifd^e ©äule. 

n = o , m = cx) , a : oa : ooc :^ oa : oa : c 
gibt bie csSld^fe. 

3)aS quabratifd^e Softem befielet fomit ebenfalls auä fteben fjonnen. Stur brei 
i)erfelben ftnb gefd^loffen unb treten ballet felbftänbig auf, bie brei ©äulen bagegen 
unb bie gerabe (Jnbfläd^e fönncn nur in Kombinationen Är^ftaUe umgrenjen. 

SufammenfteUung nad() Slaumann: 

oP> 



mP 



mPn 



mP 



CX) 



oo 



oo 



Pn 



OO-L oo 
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122. 9$on ben ^albfläd^nent beS quabratifd^en ®pftemd feien nur biejenigen 
ber fpl^enoibifd^en ^emiebrie erroäl^nt, bie au^ ben SBoHfläc^nem burd^ ffiad^fen 
ber ^läd^en abroed^felnber DItanten entfielen. 

1 m P 

1. -g- (a : a : mc) = — k—, quabratifd^eS 2^etraeber, umgrenjt von 

t)ier gletd^fd^enlligen feitlid^en 2)teietfen (t)g[. ^ig. 87). 3Sier gleid^e 
feitlic^e Äanten unb jroei ben a^Sld^fen parallele gleid^e Äanten, bie 
gemeinfc^aftlid^en ©runbfeiten je jroeier ©egenbreiedfe. 2tuf eine ^läd^e 
geftefft mad^t ber JlrpftaH ben ®inbrudf einer fd^iefen breifeitigen ^^ra^ 
mibe im @egenfa^ jum regulären Xetraeber, bal^er aud^ bie 93egeid^nung 
@pl^enoib. 

2. -g- (a : na : mc) = — ^ — / gebrod^eneä ©pl^enoib ober quabra^ 

tifd^eä Sfalenoeber, wegen ber mer im 3^*8^* laufenben SKittcls 
lauten ; an ben ßnben ber cs3ld^fe groei fürjere f c^arf e unb fjroei längere 
ftumpfe ^olfanten abrocd^felnb. 3)ie 6nbcn ber c^Sld^fe begeid^net man 
l^äufig als ^oledfen. 35gl. I^iermit bie S^i^^^w^Ö beS l^ejagonaten 
©falenoeberä mit fed^ä 3i*8<^*wiittßlJÄ^tß« (Siö- 103). 
35ie anberen ^emieber unterfd^eiben fid^ nid^t t)on ben ^oloebem. 

123. Kombinationen. 

ooP . oP Die Kombination l^at baä 3luäfel^en eines Ouaberä bejm. SBürfelS. 

3Bäl^renb ftd^ jebod^ bei bem SBürfel, atä einem regulären Krpftaff, 
fämtlid^e gläd^en pl^pjtfalifd^ gleid^ oerl^alten, jeigt l^ier baä ^läd^en? 
paar ber geraben 6nbfläd^e ein oon ben ^läd^en ber ©äute oer^ 
fd^iebeneS pl^^fifalifd^eS 3Serl^alten (gig. 95a). 

P .Poo.ooP.ooPoo ©runbform bie quabratifd)e ^ßpramibe erftere 2lrt. 2)ie 

jmeite quabratifc^e ^^ramibe fd^neibet bie $ßolfanten, bie erfte 
quabratifd^e Säule bie Safiäfanten berfelben ab, enblid^ werben 
nod^ bie Kanten ber erften quabratifd^en ©äule oon ben gläd^en 
ber jroeiten gleid^mä^ig abgeftumpft. 3i«*^Pein. 

P . ooPoo 2)ie Safiäedfen ber erften quabratifd^en 5Ppramibe werben oon ber 

jweiten quabratifd^en ©äule gleid[)mä§ig abgeftumpft. 3^^^*^/ 
allerbingS mit ftärferer ©ntmirfelung ber ©äule (^ig. 98). 

P.2P.-2-P.-ö-Poo.oP ©runbf orm erfte quabratif d^e 5ßpramibe. Sine 

fteilere ^pramibe berfelben 2lrt fd^ärft bie Safiäfanten jmeifläd^ig, 
eine flad^ere ^^ramibe berfelben 2lrt bie ^Poledfen oon ben ^läd^en 
an^ oierfläd^ig ju. 6ine nod^ flad^ere ^jj^ramibe gmeiter Strt fd^ärft 
bie ^oledfen oon ben ^olfanten an^ ju unb bie gerabe (Snbfläd^e 
fd^neibet bie 5ßoletfen gleid^mä^ig ab. 
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124. ^araüelperfpeftioe Szxd^n\xn% bcS 2lc^fenfteujcS. 
2)ie Söinfclgrö^en Metben rote ftül^er, bagegen ift wegen ber Unglcid^l^eit 



ber 2ld)fen 



OC C OB unb OA ^-^ OB 



125. 2)te gläd^en beä allgemeinften Äörpetg gelten Don 

a : nb : mc = mP n (gelefen: mP lang n): eine tl^ombtfd^e SP^rantibe, 

eigentlid^ eine über bem burc^ bie SJld^fenabfd^nitte a unb n b beftimmten SHI^ontbuö 
ber H.E. fenhed^t errid^tete Soppelp^ramibc Don ber §öl^e mc. Sei ber 5t au^ 
m an nfd^en ©d^reibroeife bejiel^t fid^ ber Parameter t)or P roieber auf bie c^Sld^fe, 
berjenige nad^ P auf bie längere Qucr^ ober SRalroad^fe b, wenn baä 3ci^^^ 
„lang — " unb auf bie lürj^ere Sängä? ober Srad^^ad^fe a, toenn baS S^^^^^ 
Jm V. " ift. 

©iebt man m unb n tuieber alle möglid^en SEBerte, fo erl^ält man fämtlic^e 
rl^ombifd^e Är^ftattformen; in Siaumannfd^er ßwfÄtnmenftellung : 

OP 



mPÄ. 



-mPoo 



mP. 



mPä, 



mPn 



c»Pd6 



ooP 



II 



cx>P 



ooPn. 



ooPc» 



3)ie einjige gefd^toffene ^omt ift bie rl^ombifd^e ^ßpramibe mP, bie batb 
nad^ ber Ouerac^fe (mPn), balb nad^ ber ScingSad^fe (mPn) auSgejogen ift unb 
alsbann alä SKafro-- bejro. Srad^pppramibe bejeid^nct roirb. 

2Bie bie ©äule ober bag oertifale ^riSma cx)P nad^ ber c^Slc^fe 
offen unb als SSrad^^fäule ooPn in ber 3lid^tung ber a^Sld^fe, als SWafrofäule 
cx)Pn in berjenigen ber bs2tc^fe ausgesogen ift, fo ftettt mPob ein nad^ ber 
asSld^fc offenes Sang SpriSnta unb mPöö ein nad^ ber b^Sld^fe offenes Quer- 
priSma bar. 

ßnbltd^ erfd^eint aufeer bem bafifd;en ^inafoib ober ber geraben Snb^ 
fläd^e oP ein ber Ouerebene (bc) paralleles ^läd^enpaar, bie Ouerfläd^e 
ober baS 3WaIropinafoib ooPöö, unb ein fold^eS ber SängSebene (ac) parallel, 
baS ßängSpriSma ober 33rac^ppina!oib ooPob; im ganjen brei ©nbfläc^en 
ober 5ßinafoibe burrf) bie ßnbpunfte ber Sld^fen. 

2)ie ^emieber jerfallen in 5ßarallelfläd^enpaare. 



136. Kombinationen. 



ÄMi^e t^ombijdje ©öule, tafelottig ßbgefc^loffen burcEi bi« ftarf 
entroicfelte getabe ©nltflcii^e. ©i^roetfpat. gig. 99. 

3ti(^tet man ben Rr^ftoH auf, b. ^. moi^t man bie b=3l{^fe jur 
c=2l(l^fe, fo ge^t bie gerabe enbfläi^e über in bie SängsPö^e, bie 
Säule in baa üuerpriSma unb ber ÄniftoU fann gebeutet roerben 
als fiombination oon c-oF-äb .psä. §19. 99a. 



ioPd6.ooP^,oP ftat bie ©eftolt eineä SJütfetö, aUö^renb fic^ jebodi bei 
regulären St^ftoIIen fämtlidie 5'*^^™ P^9f'to''fii& 8'eic& ner^olten, 
ift bie§ ^ier nur nodi für parallele "^läciienpaare ber %afi. 

oP.Poö.ooPob Jiie Säule groeifläd^ig, ba(i|artig, oon rec^tä unb linfö ^er 
gleic^rndfiig jugefdioift »om Sängöptiöma unb bie ©äutentanten 
ted)tg unb (inf^ä glei^mä|ig abgeftumpft burc^ bie £ängäflä(^e. 
9(rragonit mit ftatt entioideltet Säule: gig. 99b. 2ler Ower- 
fc^nitt ein ©e^Serf mit 35inteln oon beinahe 120°. 



^onofifincs Softem. 

127. ^Parattelpeifpeftioe 3ei<^i'»"'g '^^^ Stiifentreujeö. 

ätUejbrei 9ld)fen beliebig grofei gero&^nliift c > b > a. Sejiigliii& ber 
Sage ift -<bc = 90 unb <Xac beliebig, ba^er Reifet bie b=9tdife Ort^O;, 
bie a:3l<i^fe fcf)iefe ober Älinoodife. @6ene (ao)±b ift bie einjige ©^mmetrie^ 
ebene, ^ie Kr^ftaUe [mi nur noi^ rec^tä raie (inf^S, nic^t me^c oben niie unten 
unb oonte niie fiinten, bo^er roitb bie untere ^älfte ber c-9(<ftfe mit c', bie 
^intete 0älfte ber a--9(c^fe mit a' beäcictinet. 

'pU mmttitimtn ^t^ßaKfotmtm, 

128. Daä Softem befi^t feine geti^folfenen formen me^r. ®ämtli(!(ie 
Är^ftalle finb Äom&inationen ; fo ftellt j. S3. 

a:b:c = a':b:c'^ + P 
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JtT9ftalIogvaf)^ie. 



ein ^(ä^enpaar in ben betben DOibeten o&eten ne.6ft bem baju parallelen in ben 
beiben Iiinteren iinteten Dftanten bat (gtg. 100). SämÜictie nier gläi^en bilben 
ein, in bei Mii^tung ber bie ©nbpunite bei c- unb &--'3td)\e aerbinbenben Äaiite 
offenes, noibeteä fd)iefeä$riSmo ober eine oorbere ^albp^camibe, 
ba biefetbe erft mit 

a' : b : Q = a : b : c' = — P, 
einem ^tnteien fcEiiefen ^liäma bejro. ^intetei ^albp^tamibe jufammen 
bte monoftine ^oQp^ratnibe etgiebt. 

Diefelbe ift fpi| ober ftumpf, je nadibem ml nnb , nai^ ber Ott^O' 
bejro. Älinoai^fe auägejogen, aU 

(a : nb : mc, a' : nb : mc) = mPn Drt^pgramibe 
(getefen: mP getab n) 6ejio. 

(na : b : mc, na' : b : mc) := mPn Älinopijtamibe 
(gelefen: mP [c^ief n) ju bejeii^nen. 

n bejie^t ficE) auf bie Drt^O; bejro. Älinooi^fe, je nac^bem ber Strid) „gerabe" 
ober „ft^ief" P butdifi^neibet. 

JJtg. 100 a. 

gifl. 100. 




©iebt man m unb n olle mög[id)en SJerte, fo er&ält man bieJelSe 3u- 
fammenfleHnng roie beim t^ombifdien ©Aftern, nur ftatt ber ^eic^en lang unb tm^ 
bie 3ei<^n getabe nttb f^ief: 




ioPn — ooP 
33aö Softem befielt fonai^ auä 



^albp^raitiiben ober fiii'Efen ^ttSmen ± mP, ± mPn, ± iii5n, 
©äulen ober oeitüalen ^tiämen ooP, ooPn, ooEn, 

Säng^Sptiämen mPoo. 

QiietpriSmen rnPoo, 

(Snbflädien obei $ina(oiben: 

OP = c : ooa : oob = Oc : a : b büfift^eS $ina!oib, (triefe (Snbfläd^e || (ab) 
ooPoo = ooc : a : oob Cttifopinatoib cbet DuetpSd^e || (bc> 

ooPoo = ooc:ooa:b Slinopinatoib ober Sängäflä^e || (ca) 

129. Jlombinationen. 

otP . ooPoo . P. 5ßerti!a[e Soule, bcren Äonten rei^t« unb linfä oon b« Sängö» 
flä<^e II (ac) abgeftumpft raerben. 3)aä votbere fc^tefe ^riSma 
btlbet einen gn)eiflä(iii8en bac^oitisen 9(bf(i^[uS an ben @nben ber 
C'-'Häf^t. ©ipfl, mit ftarf entniiifeHer fiänflSpÖt^e. (Jifl. 100 a. 

tSrifetmes Si^^cm. 

130. 3)ie ätbleitung bei formen btefe« unb be^ bttlinen Softem« ift btes 
(efte roie beim monotitnen. Siebe gotm befielt nur nod^ ouB groei parallelen 
^Iä(^ett, fo bog g. 9. bie gefc^Ioffene trilltne ^^ramibe eine Jtombination oon 
4 Sierteläp^romiben , b. 1^. pon 4 innren paralleler gtfi^en, beren jebefl »om 
anberen pti^fifalifc!^ oerfd^ieben ift, barfteüt. 

Xitline Jtr^ftaDe ^t man bis je|t in ber Statur nidit gefunben, rooi)! aber 
fünftli^ botsefteQt. 

Iriflin: Aupfemitriol. 



131. «ßarallelperfpettive^ei^' 
nung be^ Kc^fentreujeä. 

gig. 101 : 3:rage auf ben freien Sdien; 
le(n ber an ben ^ur<i&meff er A, A, = 2 a in G 
unb F, ben ^toiettionen ber (Sifpunfte E unb 
D beg regelmaiigen ©ec^SecEä A,DE A4 . . 
anfldeflten<OFAj = <¥AjGA3=60* 
bie ettetfen PA, = GAj = 3- DF ab, 
fo finb DA,, OAj, OA3 bie brei gleiii|: 
roertigen, in ber H.E. unter 60 <> gegen ein- 
anber geneigten a=3t(t)(en in paraDelperfpe!; 
tiuer Seii^nung. SBgl. SO). OCJ.A1A4 
ift bie oiette ungleii^roerlige c ■- Slc^fe. 



132. @8 genügt, baS 9$ei^(tniö bei c=3{(^[e ^u ben abfc^nitten nur }ivetet 
ber btei a=2Ii^fen anguget>en, babut^ ift au^ ber atbf(^nitt auf bec britten a<3Ic^fe 
mit beftimmt; benn, f^neibet eine ^l&itt beS aUgemeinften Jtörpecä 

a:iia:pa;mc 

■bie H.E. na* UA,V, fo oetfiätt fi4 ^tg. 101, 

OV AjV ^ pa pa — a a 

Tvff = T^; ■ ober ■^— = -^ rootaue p = i- 

OU AjAj na a '^ n — 1 

3)ie (^lädjen beä aUgemeinften Äbrpetä ge^en fomit oon a : na : mc unb 
man erhält raieber fämtlidie formen, inbem man m unb n aUe möglichen 
SBerte giebt. 

gifl. 101 a. 

Sie- 101 b. 




(^r m = 1 unb 

1. n=l folgt a:a:mc = mP, 

elfte ^esagonale ^qcamibe, eine Über einem tege(mä|igen ©ediSeif 
ftefienbe fenfte(^te Iioppelp^ramibe mit 12 gfeii^en ^ot-- unb 6 gleiten 
®runbtanten, umgienjt von 12 gteidift^enfligen fongtuenten ^S)tei-- 
eien. gig. 101. 

2. n > 1 a : na ; mc = mPn, 

bi^ejagonale ^ß^tamibe, eine über einem f^mmetrifi^en gleitfi^ 
fettigen aber ni<^t legelmägigen 3n)blfect, mit abwedifefnb gleii^en 
Sßinfeln, fenfrei^t emd[)tete ©oppelp^ramibe, mit 2.12 abroet^felnb 
gleicEien *Col: unb 12 gleidien @runbtanten. ?f'8- 101* für n = l''s. 

3. 11 = 2 a:2a:mc = mP2, 

jnieite ^ejagonale ^ß^tamibe, gegen biejenige erfterStrt um 30* 
gebre^t. 3)ie Jlanten ber erften ^egagonalen 5pgtamibe liegen in ben 
^ä<^en ber jnieiten. 



^rpftaUograp^ie. 
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n>2 fomit p < 2, 
bann ncl^mc man baS ^aramctcn)ctl^ältniä bcr crften unb britten a=3lc^fc; 
bieg gtebt 

a:pa:mc = iiiPp roicber bic bil^cjagonale ^ß^ramibc, 

n = oo fomit p = 1 giebt 

a : a : mc = mP roicbcr bie crftc J^qragonale ^^ramtbc, 

n < 1 unb n = unmöglid^, l^ietauS folgt 

@a|: n unterliegt ber 33efd^ränfung l<n<2! 

%ixx m = oo unb 

4. n = 1, a:a : ooc = ooP, etfte l^ejagonale ©äule 

5. n>'l, a : na : ooc = ooPn, bil^ejagonale Säule 

6. n = 2, a : 2a : c»c = cx)P2, jmeite l^ejagonate ©äule 

pr m = unb 

7. n >■ 1, a : na : Oc = ooa : oca : c== OP bie gerabe ©nbfläd^e 

35a§ ©pftem beftel^t fomit roieber auä peben formen: 

OP 



oo 




mP' ^mP2 

mPn- 



-ooPn- 



ooP2 



^^entiebrie. 

133. 3Son ben l^ejagonalen §albfläd§nern feien nur biejenigen erroäl^nt, 
bie ber rl^omboebrifd^en §emiebrie angel^ören. ©ie entftel^en nai) bem erften 
^emiebriegefe^ : Slbmed^felnbe ®e|rtanten road^fen. 3Dlan erl^ält jmei neue Äörper: 



1. 



ö" (a : a : mc) 



• mP , ^ 



baä Sll^omboeber, §albfläd^ner ber erften l^ejagonalen ^^ramibe, 
umgrenjt oon 6 fongruenten SWl^omben ; 6 gleid^e ©runbfanten im S^d-- 
jad unb 2.3 gleid^e Folianten. ÄaHfpat. Dolomit, ©pateifenftein. 
©ifengknj. gig. 102. 

1 mPn 

ba§ ©lalenoeber ober gebrod^ene 3ll^omboeber, ba bie ^Iäd)en 
beS oorigen Sörperä nai) ber langen 2)iagonaIe gefnicft erf(^einen. 
^albfläd^ner ber bi^ejagonalen 5{5pramibe mit 6 im äi^ä^* oerlaufenben 

eautxltdf ©tcTeometrie. Q 



gteid^en ^ittelfanten unb 2 . 6 abioec^felnb gleichen fpi^en bejiti. ftumpfen 
^oHonfen; 6ei ©lei^geroidit umgrenjt Don 2 . 6 longnienten ungleiii)- 
Jeitigen IJreiecEen. Saltfpat. %i%. 103 für n= l'|,. 

I)ie übrigen §al6fldi^ner unterfdieiben firfi nic^t »on ifiten SBott^ 
fläc^neoi. 



3lm ^äufigften finbet man fotgenbe 3lt|om&oeb«t i 
allein ober in Jtombination : 



bet Slotur, entroeber 



: c) = +E, baä $auptt^om6oeber. ÄaHfpat, fogen. ©oppelfpat 
von 3^Ianb unb älueibat^ an bet ^ergftrafie. 

: 2 c) = — 2R, büä näc^ft fpi|ere Sl^omboeber, bejfen ißoKanten 
in ben glä(i&en oon + ß liegen, fo baft + E, an — 2B. bie 
Folianten gleid^ mä^ig abffumpft; entftanben burc& Säai^fen ber 
^täd^en beijenigen Sextanten ber ^^romibe 2 P, bie bei ber ©tl: 
bwng pon + R übetmadifen mutben, 

: TT c) = ^ Tj- R, baö nüAft ftumpfere Slbomboeber, beffen >1rlä^en 
^ ^ 1 

butd) bie ^olfflnten »on + R geben, fo bafi — -^ R bie ?>oI= 
tanten oon + R gletcbmäfiig abftumpft. 



SJig. 102. 



5ifl- 103. 




i^vtafltit's '^rojtfttion. 

134. Um bie SJev^ältniffe, roie bie fitiiftaKflöd^en in fiombination aneinauber 
auftreten, beurteilen ju fönnen, bebient man fii$ am beflen bei Duenftebtfd^en 
^rojeltion : äRan benft fic^ fömtlic(ie gläd^en eineä Sr^ftaHä parallel bur(^ ben 
einen (Snbpuntt C ber c^9l(^fe üer[d)oben, bann ift ber Schnitt biefeä (Sbenen- 
biinbetä mit ber jur oStc^fe [entre^ten H.E. boä üuenftebtfdjie Silb beä St^ftaHä. 



ftTi)ftaIlogtai)^ie. 83 

^ig. 104 : 3)ag regetmägise öet^äed B, B^ . . . B« fteUt bie eift« (icsagonole 
$i)minibe bat; man ^t ft(^ nuT bie Qätn be^äfelben mit bem ü6er ber 3<>(^= 
nungßebene fentre^t über liegenben enbpunft bet c^ä(^fe oetbunben ju benten. 
Sie obroecfifeliiben Seiten iKtlängeti, entfte(|t baä ^uptii^omboeber B'B"B"'. 

giß- 104. 



5)ie niM^ftfpi^ere tp^vomibe a : a : 2c = -5 a : ^^ a : c ift bargefteUt but(i(i büä 
reflufäre ©etfiaed A|Aj . . . Ag, ba^et A'A"A"' boä nä(^ftfpi^ete SBftomboeber 

— 2R; SediSecf D,Dj . . . D„ ftettt bie nät^flftumpfeve ^^lamibe 2a : 2a : 
= a : a : "2 c bat, fomit D'D"D"' baS ndiiiftftumpfete 9)[|ointioebet — -~ R. 

Aufgabe: Silbe bie reguläten ^r^ftaUe nat^ bem Duenftebtfdien ^^er- 
fönten ab. 

135. Kombinationen. 

P . P2 . ooP .ooP2 , OP. ©tunbform bie evfte ^ejagonale *Pt)tamibe. ^k 
jnieite ^eicagonate ^^tamibe f{^neibet bie ^otfanten, bie etfle 
^ejagonale Säule bie ©tiinbtanten gletcEimäfeig ab; an leitetet 
ftumpft bie jroeite Ete^agonale Saute felbft niieber bie J^anten 
ab. 5Die getabe Snbfliit^e nimmt bie ^oteien g(eid)mäfeig roeg. 
Smatagb. ^ig. lOlb geigt nur ooP . P . OP. Apatit. 

P . ooP2 . -n- P2 . 2P. ©runbfotm erfte ^ejogonole ^^ramib«, beten ©tunb^ 
tdin oon ber jmeiten ^ejagonalen Söute gleii^mä|ig abgefi^nitten 
iperben. iEie ^otecfen roetben butc^ eine ftumpfere jraeite iitia-. 
gonale ^qtamibe , uon ben Kanten auS , unb bie @runb(anten 
buti) bie [pi|ere etfte öejagonale Hi^tamibe 2P oon ben gläcften 
aus jugefd)ätff. 

P ■ ooP-n- ^'^ ©runberfen ber etften ^ejagonalen ^^ramtbe roerben oon ben 
(äSnmbtanten auä in)eiflöct)ig juget^örft. 

— 2B .g-B. 3läc^ftfpi^eteä 9lf|omboebet, bejjen ^olecten oon ben Kanten auä 

breifläf^tg jugefdiärft meiben. 
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^a§ ^ielfant unb bie ^ugel. 






— 2R. 5Räci^ftftumpferc8 Sti^ombocbct, bcffen ©runbedfcn abroed^fctttb 
oben unb unten, von ben gläd^en auä, jugcfd^ärft werben. 

2E. §auptrl^omboeber, befjen 3i*ja(fedfen t)on ben ^olfanten aus 
jugefd^ärft jtnb. 



136. Slufgabe: Seftimme baS ^ßarametetüerJ^ältniS berjenigen biJ^eja- 
gonalen ^pramibe, beten ©runbfläcl^e ein regelmäßige^ 3w^ölfe(f wäre. SEBeld^em 
®efe| roiberfprid^t baS ßrgebniä? 



V. aßfc^nilf. 



Per ^eit. 



137. 3i^ber ber t)ier 2^eile, in roeld^e ber Slaum burd^ jjroei beliebige ß^benen 
geteilt roirb, l^eißt ein Äeil. 2)ie jur gemeinfd^aftlid^en ©d^nittgeraben fenfred^tc 
ßbene beftimmt bie vkx Jleilrointel, bereu Sejeid^nung auf bie jugel^örigen Äeile 
übertragen roirb. ©omit 

®a|: ©d^eitelleile finb gleid^. Siebenleite betragen jufammen 180**. 



Sig. 105. 



Pas pteiftatif. 

138. S)rei beliebige ßbenen teilen ben Sfaum in 8 2^eile mit gemeinfd^aftlid^er 
6pi^e. 3^ber berfelben l^eißt Dreilaut ober „breifeitige förperlid^e 6dfe". ^ig. 105. 

2)ie SBinfel, meldte bie ©d^nittlanten mit* 
einanber einfd^ließen, l^eißen „©eiten" beS Drei- 
fantä, gemeffen in ©rab, SRinuten unb ©efunben. 

2)ie Äeitroinfel, meldte bie ©eitenebenen 
miteinanber bilben, l^eißen „2Binf el" beS ® reilant§. 

Wian bejeid^net bie ©eiten mit a, b, c, 
il^re ®egenn)infel mit a, /9, y, 

3)reifante, bie jufammen einen Äeil geben, 
\)t\^tn 9iebenbreilante. ©ie l^aben jmei 
Tanten gemein unb bal^er aud^ bie t)on biefen ein- 
gefd^loffene ©eite foroie beren ©egenroinfel, ba 
bie britte Äante beg einen ^reifantä bie StüdPoer- 
längerung ber britten 5iante beö anberen ift. 2)ie übrigen entfpred^enben ©eiten 
unb SBinfel beiber 3)reifante ergänjen fic^ ju 180^ 3« jebem 3)reifant — ABC 
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cje^ören brci 5RebcnbrciIantc 0— A'BC, 0— AB'C, 0— ABC; ferner f)ai^.^, 
O— A'BC bie Seiten a, 180— b, 180— o unb bie 2Binf el c^, 180—/?, 180— p^. 

2)reifante, bie eine Äante gemeinfom i^aben, roäl^renb bie anberen ent; 
fpred^enben Kanten ©egenftral^Ien finb, l^ei^en ©d^eitelbreilante. 35ie brci 
Sd^eitetbreilante ju 0— AB fmb 0— A' B G\ 0— A' B' C, 0— A B' C. Se^tereä 
f)at bie Seiten a, 180— b, 180— c, bie SBinlel cc, 180—/?, 180—/. 

©inb fämtlid^e entfpred^enben Kanten jroeier 2)reifante ©egenftral^Ien, 
fo l^ei^en bie 2)reilante (Segenbreifante. 3« jcbem 3)reilant — ABC giebt 
eä nur ein ©egenbreilant 0— A' B' C Dbrool^l ©egenbreifante fämtlid^e Seiten 
unb SBinfel entfpred^enb gleid^ l^aben unb bal^er gleid^e 3läume auäfd^neiben, fönnen 
fie ioö) n\(f)t jur SJedfung gebrad^t werben, ba entfpred^enbe Seiten bejro. SBinlel, 
von ber Spi^e auä betrad^tet, in entgegengefe^tem Sinn aufeinanber folgen. 

Sa^; §aben jroei 3)reilante entfpred^enb gleich 

1. eine Seite unb jroei anliegenbe SBinfel, 

2. eine Seite, einen anliegenben unb einen gegenüberliegenben Sföinfel, 

3. jn)ei Seiten unb ben eingefd^loffenen SBtnfel, 

4. jroei Seiten unb ben ©egenroinfel ber größeren, 

5. brei Seiten, 

unb folgen fid^ bie entfpred^enben ©rö^en, »on ber Spi^e au8 betrad^tet, im 
felben Sinn, fo lönnen beibe ^reifante ^ur 2)edfung gebrad^t werben unb l^ei^en 
fongruent. %ol^tn fid^ bie entfpred^enb gleid^en ©röfeen int entgegengefe^ten 
Sinn, fo l^ei^en bie 2)rei!ante entfpred^enb gfeid^ ober f^mmetrifd^. Sie 
fd^neiben ebenfalls gleid^e Flaume auö unb fönnen ju einer 6bene in f^mmetrifd^e 
Sage gebrad^t werben. 3^ weld^er? 

SBie man fielet, l^anbelt eS fid^ bei ber 33etrad^tung oon 35reifanten aus^ 
fd^Iie^Iid^ um SBinfelgrö^en. 2)iefelben Sejiel^ungen roie jmifd^en 3^»^*riroinfel 
unb Kreisbogen finben in allgemeinerer SGBeife ftatt gwifd^en 2)reifant unb Kugel. 

?ie ^iigef. 

139. (Sine Kugel entfielet, nytnn fid^ ein Kreis, ber fogen. erjeugenbe ober 
(SrofefreiS, um einen beliebigen 2)urd^meffer als fefte 2ld^fe bre^t, bis er mieber 
in feine urfprünglid^e Sage jurüdflel^rt. §ierauS folgt: 

1. Sitte fünfte ber oom KreiSumfang befd^riebenen Kugelfläd^e (Spl^äre) 
l^aben oon einem "jpunft innerl^alb, bem Kugelmittelpunft, gleid^e ®nt= 
fernung. 2)iefe (Entfernung lieifet Kugell^albmeffcr ober SlabiuS. 

2. Sämtlid^e (^htntn iuxä) ben 3Kittelpunft ber Kugelfläd^e fd^neiben biefe 
nad^ erjeugenben ober ©ro^reifen. 

§pt^atif^e$ pteieA (^ngelbteieA). 

140. Sefd^reibt man in jeber ber brei Gbenen eines 3)reifantS mit bem= 
feI6en §albmeffer einen Kreis nm bie Spi^e als 3Jlittelpunft, fo finb biefe Kreife 
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afe 35urd^fd^ttitte einer Äuget mit brei burd^ il^ren 5KitteIpunft gelegten @6enen 
ju betrachten unb baS Dreilaut fd^neibet auS biefer Äugeipäd^e einen von brei 
©ro^IreiSbögen begrenzten S^eil an^, ber fpliärifd^eä Dreiecf l^ei^t. Sn i^rer 
©ejamtauöbel^nung teilen bie brei ©ro^freiSebenen, mk ben 3lttum, fo aud^ bie 
Äugeloberfläd^e in ad^t fpl^ärifd^c ®reiedfe, weld^e wie bie jugel^örigen Dreifante 
als fpl^ärifd^e Sieben^, ©d^eitel« unb Oegenbreietfe bejeid^net werben. %xq. 105. 

Die (®roPreiäbogenO®eiten beS fpl^ärifd^en DreierfS werben burd^ il^rc 
Sentriwinfel, b. 1^. burc^'bie ©eiten bes jugel^örigen Dreifantä gentejfen. Die 
in ben ßdfen an bie ©ro^reife gezogenen 2^angenten, ftei^e gig. 105, fd^Iie^en bie 
SBinfel beS fp^ärifd^en DreiedPs ein, benn bie 2^angente an irgenb eine ftetig 
gefrümmte Sinie giebt bie SRid^tung Unterer t)om 35erül^rungäpun!t nad^ bem 
unenblid^ benad^barten 5ßunlt ber Sinie, furj gefagt, bie SWid^tung ber Sinie im 
betreffenben 5ßunlt an. Diefe SCangenten [teilen aber auf ben gu ben jemeiligen 
ßdfen gezogenen Durd)meffern, ben ©d^nittgeraben ber ©ro^reiöebenen, fenlred^t, 
unb ba fie in ben ©ro^reiSebenen felbft liegen, fo fd)Iie^en fie tl^atfäd^Iid^ bie 
Äeitoinfel beS Dreüantä ein, fomit 

©a^: ©eiten unb SBinfel beS fpl^ärifd^en DreierfS unb beg il^m 5uge= 
l^örigen DreifantS finb gleid^. 

Seber ©a| über bie ©eiten unb SBinlel be§ Dreilauts gilt bal^er aud^ für 
baS fpl^ärifd^e Dreiedf. 

Da ber §albmeffer jum ©d^nittpunft jmeier ©ro^reife, als Sot, bie 
lürjefte ©ntfemung beS ÄugelmittelpunItS x>on ber ßbene ber ben SQSinfel beibcr 
©rofelreife beftimmenben 2^angenten barftettt, fo l^at biefe ®bene mit ber Äugel 
nur jenen ©ro^reisfd^nittpunlt gemein, b. i). fie ift ^^angential^ ober Se^ 
rül^rungSebene. Dal^er 

©a|: Die Serül^rungSebene an eine Äugelfläd^e ftel^t auf bem jum 
Serül^rungSpunlt gezogenen §albmeffer fenfred^t. 

©a|: 2ltte burd^ ben Serül^rungSpunft gezogenen ©eraben ber 93erül^' 
rungSebene finb Äugeltangenten. 

SBid^tig ift fomit, ba^ ber SBinlel gmeier ©ro^freife nid^t ber Äugelfläd^e, 
fonbern ber im ©d^nittpunft ber ©ro^reife an bie Äuget gelegten Serül^rungS- 
ebene ju entnel^men ift. Dal^er gilt aui) für bie Äugelfläd^e ber 

©a^: Die SBinfel um einen $unft l^erum betragen 360 ^ 

141. 5iur ny^nn man ben §albmeffer ber Äugel ber ©rö^e nad^ gegeben 
t)orauSfe|t, ift eS möglid^, ben SBinfel jroeier ©roPreife aud^ ber gefrümmten 
Äugelfläd^e felbft p entnel^men. Setrad^tet man ben gemeinfd^aftlid^en Durd^-- 
meffer beiber ©ro^reife als 2ld^fe, fo fd^neibet bie ju il^r fenfred^te @bene 
burd^ ben Äugelmittelpunit bie Äugelfläd^e nad) einem ©ro^reis, meld^er als ber 
jener Sld^fe jugel^örige 2lequator ober ©leid^er bejeid^net wirb, ba er alle ©ro^s 
freife l^albiert, bie jene 3ld^fe gum gemeinfd^aftlid^en Durd^meffer l^aben. Diefe 
Sum Slequator fenlred^ten ©ro^Ireife, bie fid^ fämtlid^ in ben ©nbpunften ber 
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Sld^fc, ben $okn, burd^fd^neibcn, l^ci^cn 3Keribi an e, eine ber Slftronomie ent« 
nommene Benennung, ba bie ©onne, baS §imme(Sgen)5I6c alä eine gur ©rbfugel 
loni^entrifd^e Äugelfläd^e oorauägefe^t, mittags 12 Ul^r DrtSjett in bem burd^ ßr^ 
Weiterung ber @6ene beä, bem betreffenben ©rbort jugel^örigen ©rbmeribianS big 
3um ©d^nitt mit bem ^immefögeroölbe entftel^enben f onjentrifd^en ^immetemeribian 
ftel^t^ (e^terer alfo bie ^^ageSbal^n ber Sonne Dom Slufgangd- bid jum Untere 
^anggpun!t l^albiert (meridies). Ser }mifd^en ^mei ^eribiane faQenbe Slequator- 
bogen, bejfen ©el^ne mit bem S^dü burd^ ©nfe^en im einen Snbpunft nnb 
Bpanntn bis ium anberen leidet auf ber Äugel abgeftod^en werben fann, giebt 
bei befanntem Äugell^albmefjer baS 2Ra^ für ben SBinlel ber beiben alä SDleribiane 
aufjufaffenben ©rofefreife. 

142. tiefer SBinfel bejm. fein 5Rebenn)infeI beftimmt jugleid^, nad^ ben 
frül^eren Setrad^tungen über baS ?!Keffen beS ÄeilminfelS, fjläd^engrö^e unb 
Staumini^alt eines jeben ber ©ier fpl^ärifd^en S^^i^^^, i« meiere bie Äugelfläd^e 
be^tt). il^r ^anm hnxö) jmci ©rojjfrcife gefpalten wirb, bal^er 

®a$: Jtugeljmeiedfe berfelben ^ugel ober gleid^er kugeln oerl^alten fid^ 
ber Äugelfläd^e fomol^I als bem Slaum nad^ mie il^re SBinlel ober Slequator« 
bögen. 

ferner folgt bejüglid^ ber Seiten ber Äugeljmeiedfe 

Sa$: ©ämtlid^e Äugeljroeiedfe l^aben gleite Seiten oon 180 ^ 

2)a inSbefonbere bie ^alb^ bej^m. 3Sofffugel als fpI|ärifd^eS S^Jeiedf mit 
IBinfel 180° bejro. 360<> betrad^tet werben fann, fo folgt 

Sa^: Äugeljmeiedf unb ^alb^ bejm. SSottfugel oom felben §albmef|er 
tjerl^alten fid^ ber gefrümmten %lä(^t fomol^l als bem Sfauminl^alt nad^ wie ber 
IBinfel beS SmeietfS ju 180° bejro. 360<>. 

®ro^f reisebenen unter SO^, 45 •, 60**, 90° fc^neiben S^tkit auS, beren 
^elrümmte gläd^en bejm. Slaumini^alte 

30 45 60 90 ^ ^ 1 1 1 1 

b. 9. 



360' 360' 360' 860' ^'^ *^- 12' 8' 6' 4 

t)er ^läd^e bejm. beS Slauminl^altS ber 3SoIIfugel betragen. 

SBeld^en 2^eil ber 3Sottfugel fd^neiben jwei Oro^reiSebenen unter 70° 30' 
40" aus? 



'^exf^ättnis bes ^itgeCbreiecfts jtt feiner yfottiuiet. 

143. 2)aS fpl^ärifd^e AABC, beffcn Söinfel a, ß, y in ®rab gegeben 
feien, wirb burd^ feine brei 9iebenbreierfe ju brei Äugeljweierfen erweitert, beren 
iebeS einen SEBinfel mit bem 3)reiecf gemein l^at. Sejeid^net man bie %\M)t beS 
^reicrfS mit f, biejenige ber Äuget mit F, fo folgt: 
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519.106. f+ABCA' a 



1 „ ""180 

F 



2 

f+ACAB' /? 



1) 



Lr r-^ \ 1 — 180 • ■ ■ 

^Li 1.^1:^... j. :-Mc' 2 

V ^ //^ / f+ A ABO^ _ j^ 

\ • • / / 1 _ "^ 180 

aWan fie^t, ba^ bic ^(äd^enfummc f+ABCA' 
+ A GAB' burd) A A'C'B jur l^albcn Äugclfläd^c crgänjt würbe, Da^ jeboc^ 
A A' C B = A A C B' alö (Scgenbreietf e, fomit aurf) 

f+ ABCA' + ACAB' + A ABC'^-yF ... 2) 
unb ba^er burd^ 2(bbition t)on 1) unter Serücffid^tigung t)On 2) 



_ ^^ß + y 



loorauö 



2f + 


N 


1 
2 


F 
2f 




'f 



180 



ober 



aud^ gefd^rieben 



<y + /^ + 7 — 180 
180 



F "" 720 



«° 



F ~^ 720' 



3) 



ba man ben Ueberfd^u^ ber SBinfelfumme beä fp^ärifd^en 2)reiedä über bie^ 
jenige beö ebenen alä fp^ärifd^en (Sj^efe « bejeid^net; fomit 

Sa|: 35ie ^läd^e beS fp^ärifd^en 3)reiedfä oerl^ält ftd^ jur jugeJ^örigen 
Äugelfläd^e rate fein fpl^ärifd^er @£je^ ju ad^t Siedeten. 

2)erfelbe ©a^ gilt für ben, burd^ bie Seitenfläd^en beö bem fpj^ärifdjien 
35reiedf jugel^örigen 2)rei!antä auä ber 33oIIfugel auägefd^nittenen 9taum. 

^otgetuitgen. 

144. 2luö 3) folgt, ba baö 35er^ältnig ber gläd;en reett unb pofitio ift, 
ba^ bieä aud^ für baä ^^er^ältnis ber SBinfelgröfien jutreffen mufe, b. i^. 

« + /^ + / — 180>0 ober a + /^ + ^^ > 180 

"tio,^ fomit bie SBinfelfumme beö fpl^ärifd^en 2)reiedfä größer ift al§ biejenige bes 
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ebenen 2)reiecfg, unb ba jebet einzelne SBinfel < 180 <^ fein mu^, fott bttö fp^ä^^ 
rifd^e 2)rete(f nid^t in ein S^tki übergel^en, fo ift 

« + /* + r < 8.180» 
JDal^er 

© a ^ : 3)ie SßJinfelfuntme beä fpl^ärifc^en 2)reieifS unb beS 35reifantä liegt 
^roifd^en jroei Siedeten unb fed)g Siedeten. 

145. Um üerfd^iebene fpl^ärifd^e 35reiedfe f, f , f . .' . . berfelben Äugel^ 
beten fpl^ärifd^e ©ijeffe €, s\ «" . . . fein mögen, uergleid^en gu lönnen, t)er= 
gleid^en mir fie junäd^ft einjeln mit ber Äugel, gemä^ 143) 

F ~ 720' F "~ 720' F "~ 720 

wotauä 

®a$: ®ie fjläd^en bejm. Slauminl^alte fpl^ärifd^er 35reiedfe berfelben Äuget 
Derl^alten ftd^ roie if^re fp^ärifd^en G'jjeffe. 

146. ©el^ören bie ®reiede t)erfd^iebenen Äugeln an, fo ift 



lüorauä 



f 

F 


6 

720' 


Y "" 720 ' F" ■" 720 
f « F , 



ober 



f — t' ' F' '• 

f:f:r:... = «F : e'F : «"F" : . . . 

147. 3le^nlid^e ©ä^e wie bie feitl^erigen gelten für SJielfant unb j\uge- 
l^örigeS fpl)ärifd^eä SSieledf. 

£egt man burd^ je ^mei aufeinanber folgenbe Stral^Ien eineö 93ünbelö von 
n ©tral^Ien eine Sbene, fo finb biefe n (Sbenen bie ©eitenebenen eineö nsÄantä- 
(nsfeitige förperlid^e (SdEe), meld^eä auä einer, um 
feine ©pi|e befd^riebenen Äugelfläd^e baä oon n^Oro^s 
freiäbögen umgrenjte jugel^örige fpl^ärifd^e n-di 
auöfd^neibet. ß^rf^Ö* tnan baä n^Äant oon einer 
Äante A auö mittels ber n — 8 2)iagona(ebenen, 
Tüeld^e nad^ ben übrigen Tanten, mit Sluänal^me ber 21/^ 
beiben benad^barten , ju fpannen möglid^ finb, in 
n — 2 ©reifante, fo mirb aud^ bie ^läd^e f beä gu? 
gel^örigen ÄugeloieledfS oon ber (Sdfe A auä burd^ 
n — 3 35iagonalgro^Irei§bögen in n — 2 fpl^ärifd^e 
2)reierfe f^ , £2 , £3 . . . fn-2 jerlegt , unb eg ift ge^ 
mä^ 143) 




DO 2)a§ 9Sicl!ant unb bic Äugel. 



f. c^i + /* + /i - 180 
r — 720 




^2 «^2 + rz + ^1 — 180 

F 720 




fn 2 «n 2 + ^ + l' 180 

F ~" 720 




2)ie Slbbition iicfer n — 2 Olcid^ungen gicbt 




f « + ^ + y+...+^ + ^_(n-^ 


- 2) 180 



F ~ 720 



^ber ^ 



F "" 720^ 

ba bcr Ueberfd^u^ ber SBinfcIfummc beS fpl^ärifd^cn n^Scfö über bie (n — 2) 180 «^ 
bctragcnbc SBinfclfumme bcS ebenen lieber alä fpl^ärifdier ©jjefe « bcjeid^net 
wirb; fomit 

®a^: Die gläd^e eines fpl^ärifd^en 3SielecfS »erl^ält fid^ jur juge^örigcn 
^ugelfläd^e wie fein fpl^ärifd^er @jje^ ju ad^t Siedeten. 

gerner folgt: Spl^ärifd^e SSieledfe berfelben Äugel üerl^alten fid^ voit il^re ®^effc. 
2)iefelben ©ä^e gelten für bie Slauminl^alte ber von ben Äugetoieledfcn ab- 
gegrenzten jugel^örigen 35ielfante. 

Slel^nlid^e Folgerungen roie frül^er ergeben, bafe 

(n — 2) 180« <e^-f^ + ;, + ....-f^ + i,<n. 180°, b. f). 

Sa^: 2)ie ©umme ber SBinfel eineö 3SieIfantS ober fpl^ärifd^en SSielecfs 
Don n ©eiten liegt groif d^en (n — 2) 180« unb n . 180 ^ 

3e Meiner ber fpl^ärifd^e ®|je^ ift, befto ntel^r näl^ert fid^ baS fpl^ärifd^c 

f 
3Siefetf bem ^hmtn, Sft « = 0, fo folgt ^ = 0, fomit F = cx>, b. 1^. bie Äugel 

gel^t in eine ßbene über, baä 3SieIedf ift ein ebenes. 

Jet fitCet'fc^e §a%. 

148. 2)enft man fid^ ben attgemeinften %aU, ba^ von einem beliebigen ?ßunft O 
nad^ allen SRid^tungen beö Slaumä bie üerfd^iebenften SBielfante auSftral^lcn unb 
t)ie jugel^örigen ÄugeloieledEe gejeid^net feien, ettoa baburd^ entftanben, ba^ Don 
<inem beliebigen 5ßunft innerl^alb eines üon lauter ebenen 3Sieledfen cerfd^iebenfter 
^rt umgrenzten ÄörperS, eines fogen. SSielfläd^nerS ober ^ßolpeberS, biefe 3SieledPe 
burdf) ein ©tral^lenbünbel auf eine um befd^riebene Äugel abgebilbet werben, 
fo entfielet auf biefer ein 9ie^n)erf von ebenfooiel fpprifd^en 3Sieledfcn, ©ro^^^ 
freisbögen unb ÄreujungSpunften, als ber 3Sielfläd^ner gläd^en, Tanten unb @den 
beft^t. ©inb biefe in ber S^¥ s, k, e t)orl^anben unb ift fm bie fjläd^e eineö 
fpl^ärifd^cn m'-@dfs, beffen SBinlel ccm, ßm, ym- -- fein mögen, fo liefert 147) auf 
fämtlid^e 33ieledfe angeroenbet bie s ©leid^ungen 
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fm ßm + ßm + ^m + ■ • • 


-(m- 


2)180 


F 720 

fn «n + /?n + yn + . . . 


-(n- 


2) 180 


F 720 



1) 



2) 



3)a bie Q\xmmt aUcr f bie Äugclfläd^e auäntad^t, fo folgt burd^ älbbition 

F ^(ey, ^^ ;/...) -^ (m + n + p + •-.) 180 + 2 . 180 . s 
P "" 720 

35crü(ffi(l^tigt man, \>a% bie ©rabfumme -2* («, ß,y , . .) fämtlid^er SBielecfö^ 
roinlel, ba biefe um bie e ÄreujungSpunfte-J^erumliegen unb an jebem Äreugungö= 
punft bie in ber ^Tangentialebene ju meffenbc SBinfelfumme 360** ift, e . 360 
beträgt, ba^ femer bie Slnjal^I ber 3SieIe(f§n)inIeI ober ©eiten 

w = in-|-n + p-|-... = 2k 3) 

b. 1^. ber boppelten Äantenjal^I gleid^ ift, ba fid^ beim 3wfötnmenfe^en ber ein? 

feinen SSieledfe gum Sielfläd^ner bejn). jur Äugel groei ©eiten ju einer Äante 

bejTO. einem ©ro^reisbogen vereinigen, mäl^renb bie SBinfeljal^l ungeänbert bleibt, 

fo folgt aus 2) 

e.360 — 2k. 180 + 2. 180.8 

~ 720 

Dereinfad^t 

e — k + 8 ^ 

2 "■ 

ober 

e + 8 = k + 2 4) 

b. 1^. 

© a^ : 3)ie Slnjal^I ber ®dfen unb gläd^en eines SSielfläd^nerS ift um 2 größer 

als bie 2lnjal^I ber Tanten. (ßuIerS ©a^ t)om ^ol^eber.) ') 

148a. 3lnberer 33eroeiS: SSerbinbet man fämtlid^e ©den beS SSielfläd^nerS 

burd^ einen jum SluSgangSpunft gurüdffel^renben 3^9 ^o*^ ^\ tönten, ber fid^ 

nid^t felbft burc^fd^neibet, fo ift 

e-ki + 1 1) 

©d^neibetman ben SSielfläd^ner nad^ biefem Äantenjug auf, fo ergiebt bie 
Setrad^tung beS 9ie|eS, ba| bie Slnjal^l ber %{ä6^^xi um 1 größer ift als t>ie 
Slnjal^I k2 ber Tanten, bie nid()t aufgefd^nitten mürben: 

s = k2 + l 2) 

fomit, ba bie Slnjal^I aller Tanten 

k = kl + k2 
burd^ 3lbbition oon 1) unb 2) bie gefudE)te Sejiel^ung 

e+s=k+2 

') £con§arb @uler, berül^mter SKatl^ematüer, geb. 1707 in SBafel, 1725 in ^ßeterS^ 
Burg, 1741 in Berlin; 1766 roieber in Petersburg, wo er ein ober jroei Saläre fpätcr 
erblinbete, o§ne feine ^ptigfeit aufzugeben bis ju feinem ^ob bafelbft 1783. 
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149. 3luä bcr Scjicl^ung w = 2 k folgt , ba^ bic 9Sielcdfäit)in!cI ftctä in 
gcrabcr Slnjal^l oorfommen, ba^ fomit 3Sic(ctfe t)on ungerabcr ©eitcitjal^I, beä^ 
glcid^en (Scfcn mit ungcrabcr Äantcnjal^I nur in gcraber 2lnjal^I an bcr Um-' 
grcnjung eines 3SieIfläd^nerS Slnteil l^aBen fönnen. 



^xabfnmme hex ^ieCe^^tointiet eines ^ietflä^nexs. 

150. Sie ift n)ie biejenige ber SEBinfel beä fpl^ärifd^en 5lc^eS in 148) 
ebenfalls eine von e abl^ängige (Sröfee. SJBirb bie Dberfläd^e beS SSielfläc^nerS 
oon Z3 SJreiedfen, Z4 3Sierecfen u. f. f. gebilbet, fo ift bie 3lnjal^I s aller SStelerfe 

S = Z3 + Z4 + Z5 + • • • 

unb bie 3lnjal^l w aller 3Siele(fän)infel 

w = 3z3 -|- 4z4 + ^Zo + . . . = 2k 

2)a bie SBinfel eineä ebenen n^ßdä (n — 2) 2R betragen, fo ift bie Summe 
aßer SSieletfSminlel in Siedeten 'auSgebrürft: 

N = 2[(3 - 2) Z3 + (4 - 2) Z4 + (5 - 2) z, + . . .] 

= 2(3Z3 + 4Z4 + 5Z5 + . . .) — 4(Z3 + Z4 + Z5 + . . .) 

= 2 .2k — 4s 

= 4 (k — s) fomit, ba nad^ ßuler k — s = e — 2 
N = (e —'2) . 4 E = (e — 2) 360^ 

alfo um 720 <> Heiner als bie ©rabfumme -2* («, /9, y ...) ber SSieledfSminf el i>er 
fpl^ärifd^en 3l6bilbung beS SBielfläd^nerS. 

161. S)a§felbe Ergebnis folgt au^ ber SBetrad^tung ber jentralprojeftioen 
2lbbilbung beS SSielfläd^nerS, ftatt auf eine Äugel, auf eine &hmt. ^tht^ n-M 
beä SSielfläd^nerS bilbet fid^ mieber afe mM ab, bie SBinlelfumme ber Slbbilbung 
beträgt alfo biefelbe Slnjal^l ©rabe roie biejenige ber 3Sieledfe beS SSielpd^nerä. 
^an ^at nur ben ^ßrojeftionSmittelpunlt fo ju mäl^len, ba^, um bie Slbbilbung 
fämtlii^er Sffiinfel ju erl^alten, fein 2:eil ber 2lbbilbung inä lXnenblid()e fäUt unb 
fein aSielerf fid^ als ©erabe abbilbet. ®ieS mirb g. 93. erreid^t, wmn ^ßrojeftionS' 
mittelpunit unb 3Stelfläd^ner auf entgegengefe^ten ©eiten ber Silbebene liegen 
unb feine ber 3SietedEäebenen in il^rer SluSbel^nung burd^ ben ^ßrojeftionSmittet^ 
punft gel^t. Silbet fid^ ber Sielfläd^ner als u^ßdf ah, in beffen 3««ereS bie 33ilb* 
punfte oon i ßrfen fallen, fo ift bie ©efamtjal^l ber aSielfläd^neredfen 

e = u + i 1) 

unb bie ©rabfumme fämtlid^er SBinfel ber Slbbilbung fe|t ftd^ jufammen 

1. aus ber boppelten ©umme ber 3SielecfSn)infel beS u^ßdES, benn bei 
jeber ber jul^örigen u förperlid^en ®rfen beS SSielfläd^nerS ergeben bie 
00m ^rojeftionSmittelpunft auS fic^tbaren S^ieledSminfel baSfelbe 3lb= 
bilb mie bie oerbecften; 

2. aus ber ©umme ber, um bie i 3""^«^*^« ^erum liegenben SEBinfcl, 
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93 



ballet 

fomit wegen 1) 



N = 2(u — 2)2R + i.4R 
= {u + i — 2)4R 

= (e — 2).4R . . . 



2) 



3) 



:3te)u9ittigett iwifd^tn heu Reifen utib pittfteCn be$ J^rei- h^m. ^iManU. 

152. ^iefelben entfpred^en im allgemeinen benen be§ ebenen ^rei^ Bejm. 
aSielecfS; j. S. 

©a|: ©leid^en Seiten liegen gleid^e SBinfel gegenüber. 

Seroeis : @g fei b = c. ^äffe von einem be^ Sig. 108. 

liebigen ^unlt A ber Kante OA beS 2)reifantS 
O — ABC baS Sot A r auf bie gegenüberliegenbe 
©eitenfläd^e a unb t)om ^fepunft P auf bie beibcn 
übrigen Äanten bie Sote FB unb FC. 35ann ift 

OBJLAF unb OBXBF 

ballet 

0BJ_(ABF) fomit OBJLAB 

unb ballet 

-^A BF ber Äeilroinlel /5^, ä^ic^ ergiebt ftd^, bafe <^ ACF ber Äeilroinlel ;-. 

aruS AAOB^AAOC folgt aber AB = AC 

fomit AAFB^AAFC, unb /9 = r- 

153. (Sa|: ^er größeren @eite liegt ber größere äBinfel gegenüber. 

•Seroeis. ®ä fei b>c, bann ift AOAB unb fomit, roenn AAFB 
um AF in bie @bene beS AACF gebrel^t roirb, in bem neu entftanbenen 
A AB C ber Slu^enroinfet /9>y. gig. 108. 




m- 109. 



154. ©a^: Die Summe jroeier Seiten eines DreifantS ift größer als 
bie britte. 

» ero e i S : gig. 109. ßs f ei a > b > c. Stappe 
baS beliebige A AGB um OB auS ber Scitenebene c 
in bie Sage B OD ber Seitenebene a unb fd^neibe baS 
3)reifant burd^ bie ßbene (ABDC). '3:)ann ift 



ober 



AB+AOBC 

BD + AOBD + DC b. f). 
AODC 




Slnmerlung: S)ie in (148)— (151) entroirfelten @ä|e gelten im attgemetnen nur für 
S3ielfläcl^ner mit auSfpringenben (fonoe^en) @cten, bie nid^t ringförmig burd^brod^en finb 
ober Siö^lungen im Snwern befiten. 



94 ^aS ^iel!ant unb bie ^ugeL 

9lun f)abtn bte ®rciecfe A 0- unb D jroei ©ctten entfpred^enb glcid^, 
bie brittcn ©eitcn jebod) unglcid^, fomit, ba ber größeren ©citc bet größere SBtnfel 
gcgcnübcrnegt 

b><^DOC ünb fomit aud^ b + c><^DOC + c 

b. 1^. b + c!>a 



Pie ^xenien bet $eifenfitittine. 

155. SBenbet man ben t)ort)ergel^enbcn ©a^ auf ba§ 5RebenbrciIant be§ 
3)reifantg — ABC an, fo folgt 

a<(180 — b) + (180 — c) 
woraus 

a + b + c < 360 

b. 1^. bie ©umme ber ©eiten eines 2)reifant§ ift Heiner a(ö 360 ^ 

156. ©d^neibet man oon einem n'-Äant burd^ eine beliebige @bene eine 
n-^eitige ^pramibe ab, fo bilbet bie ©umme S ber ©eiten beS nsÄantö mit ber 
©umme Si fämtlid^er SBinfel an ben ©runbfeiten ber abgefd^nittenen feitlid^en 
3)reierfe bie ©efamtminf elf umme aller n feitlid^en 2)reietfe, alfo 

S + Si = ii.2R 

9Zun ift aber an jeber ber breifeitigen ©dfen, metd^e bie ©d^nittebenc mit 
bem n^Äant erjeugt, bie ©umme ber beiben, in ben feitlid^en ©reierfen liegenben 
©eiten größer alö bie britte ber ©d^nittebene angel^örenbe ©eite, fomit aud^ 
bie ©efamtfumme ber feitlid^en SEBinfel Si größer als bie SBinfelfumme S2 ber 
^^Jpramibengrunbfläd^e ; fomit 

unb ba 

S.^=(n — 2)2R 
fo folgt 

S + (n— 2)2R<n.2R 
woraus 

S<n .2R — (n--2) . 2R 
ober 

S<4E 

b. ^. bie ©eitenfumme eines beliebigen SSielfantS ift Heiner als 360 ^ 

157. ©c^neibet man bai^er irgenb ein SSiellant nad^ einer Kante auf unb 
flappt, nad^bem bie übrigen Kanten mit bem SReffer geriet finb, jebe ©eitc in 
bie 6bene ber nädjiften, bis alle ©eiten in eine ©bene ausgebreitet finb, bann 
mu^ jmifd^en ben beiben ©tral^Ien, bie aus ber aufgefd^nittenen Kante l^ertjorgcl^en, 
ein 3widfel frei bleiben. 2)aS 3Siel!ant ift um fo flad^er, je Meiner, unb um fo 
fpi^er, je größer biefer 3^)^^^! ift, unb bie Slnfd^auung ergiebt ol^ne weiteres, 



^qS Stedont imb bie ^ugel. 9& 

bafe ba§ SBiellant in eine ®bcne, ba§ jugcl^örige fpl^ärifd^c SSielerf in einen ©ro^- 
frei§ bejn). eine öattfugelfläci^e ausartet, wenn bie ©eitenfumme 360' beträgt, 
fein Stiefel alfo ntel^r übrig bleibt, unb ba^ baä Siellant ju einer ©eraben, baS- 
Sugel^örige fpl^ärifd^e SSielecf ju einem ^ßunft jufammenfd^rumpft, wenn bie Seiten- 
fumme 0, ber Bw^itf^f «Ifo 360° beträgt; fomit 

0<a + b + c + ...< 360» in 28orten 
©a|: I)ie ©eitenfumme eines 35ielfant§ bejro. fpl^ärif d^en 3SieIecfö liegt 
i^raifd^en 0« unb 360 <>: 

158. ^ür ba§ fp^rifd^e SSieletf laffen fid^ biefe ©renken aud^ auf ber 
^ugel felbft, ol^ne S^^ilf^^^^wie beä 3SieIfantS feftftetten. Säfet man bie ©eiten 
eineö fpl^ärifd^en I)reiedfS mel^r unb ntel^r abnel^men unter Serürffid^tigung von 
154) — bie ©ä^e 152 — 156 gelten aud^ für baä fpl^ärifd^e ©reiedt beju). 
3SieIedE — , fo fd^rumpft baS fpl^ärifd^e 2)reierf im ©renjfaH, ba^ jebe feiner ©eiten 
üerfd^roinbet, jum 5ßunlt jufammen. B^^f^Ö* i^on bal^er baö fpl^ärifd^e Sieledf 
t)on einer ®dfe auS in n — 2 3)reierfe ober von einem beliebigen $unft inner^^ 
l^alb an^ in n 2)reiedfe, fo ift mie für jebeä biefer 3)reiede, fo aud^ für beren 
©umme, b. 1^. baä Sßieledf, bie untere ©renje ber ©eitenfumme 0. 

Um bie obere ©renje ju erl^alten, »ergleid^t man bie ©eitenfumme be§- 
33ieledfg mit berjenigen beä 3)reiedf§. 3)urd^ Verlängerung ber beiben, burd^ 
Seite BC getrennten ©eiten AB unb CD bis jum ©d^nitt in Q gel^t ba§ lußdf 
in ein (n — l)=6df über, beffen ©eitenfumme biejenigc beS nsSrfS übertrifft, ba 
im angefügten ABQC bie übermad^fene ©eite BC<BQ + QC, bie ju^ 
road^fenben ©tüde. ©e|t man biefeä SSerfai^ren fort, fo mirb mit abnel^menber 
©eitenjal^I bie ©eitenfumme immer größer; fd^lie^Iid^ erl^ält man ein Äugel- 
^voeki, beffen ©eitenfumme 360*^ beträgt unb fomit größer ift als biejenige 
fämtlid^er 3SieIedfe, aus benen eS entftanben ift. 

pie pptt^aioxäxf^en (ptaionifd^en) ^oxpex. 

159. SluS ber Kenntnis ber oberen ©renje ber ©eitenfumme ergiebt fid^ 
bie S^f)l ber regelmäßigen 3SieIfIäd^ner im engeren ©inn, ber fogen. p^tl^agoräifd^en 
ober platonifd^en Sörper. ISRegelmäfeig l^eißt bie ©tereometrie einen SSielfläd^ner, 
beffen fämtlid^e Tanten, 3SieIerfS: unb Kantenminfel, furj beffen fämtlid^e gleid)- 
axtxQtn ©lieber, aus benen er aufgebaut ift, gleidj) finb. 6s befielet alfo eine 
I^öl^ere ©leid^gliebrigfeit , als bei ben Äörpern beS regulären ÄrpftaHf^ftemS. 
©änttlid^e umgrenjenben 3Sieledfe, beSgleid^en fämtlid^c förperlid^en 6rfen finb 
regelmäßig unb fongruent. 

3[ft ber SSielfläd^ner umgrenjt oon fongruenten 

a) gleid^feitigen 3)reiedfen, fo fönnen bie @dfen fein 

1. reguläre 3)reifante, ©eitenfumme 3 . 60**: 

2)aS reguläre X^etraeber, eine reguläre breifeitige ^P^ramibe, auc^ 
reguläres 3Sierflad^ genannt, umgrengt von 4 glei^feitigen 2)reiedfen, mit 
4 2)reilanten unb 6 Äanten. 



^6 3)aS S^ielfant unb bie ^uge(. 

2. reguläre Sierfante, ©eitenfumme 4 . 60®: 

®aS reguläre Dftaeber, eine reguläre t)ierfetttge Doppelppramibe, 
aud^ reguläres Sld^tflad^ genannt, umgrenjt t)on 8 gleid^feitigen ®reterfen, 
mit 6 3Sierfanten unb 12 Tanten. 

3. reguläre ^ünffante, ©eitenfumme 5 . 60®: 

®aä reguläre ^fofaeber, and) reguläres äwanjigfUad^, umgrenjt 
von 20 gleid^feitigen 3)reiecfen mit 12 günflanten unb 30 Äanten. 

reguläre ©ec^Slante, ©eitenfumme 6 . 60® = 360®, unmöglid^. 

b) iDuabratc, fo lönnen bie ©den fein 

4. reguläre 3)rei!ante: ©eitenfumme 3 . 90®: 

2)a§ reguläre §ejaeber, ber Säürfel ober reguläres ©ed^Sflad^, 
umgrenjt von 6 Ouabraten mit 8 Dreilauten unb 12 Äanten. 

reguläre SBierfante, ©eitenfumme 4 . 90® = 360®, unmöglich. 

c) reguläre ^ünfecfe, fo lönnen bie ßcfen fein 

5. reguläre 3)reifante, ©eitenfumme 3 . 105®: 

®aS reguläre 2)obefaebcr ober Swölfflad^, umgrenjt oon 12 regu- 
lären fjünfecfen mit 12 günffanten unb 30 Äanten. 

reguläre SSierlante, ©eitenfumme 4 . 105®, unmöglid^. 

SluS biefer Unterfud^ung folgt fomit ber 

©a^: ®S giebt nid^t mel^r als fünf regelmäßige 35ielfläd^ner im engeren 
©inn: 2^etraeber, SBürfel, DItaeber, 3)obefaeber unb 3ffofaeber. 

160. 3Son il^nen finb nur S^etraeber, SBürfel unb Dftaeber jugleid^ aud^ 
frpftallograpl^ifd^e formen, 2)obe!aeber unb S^of^^i^^^ bagegen nid^t, benn für 
fie ergiebt [x6) bei 3wgtunbelegung eines 3ld^fenfreujeS ein irrationales ^ßara-- 
metert)er]^ältniS. Das ftereometrifd^e 2)obe!aeber mit burd(iauS gleid^en Äeil= 
minleln ift bal^er rool^l ju unterfd^eiben vom Irpftallograpl^ifd^en ^Pentagonbobefa-- 

eber ] — ^ — 1 ^^^ ungleid^en Äeilroinfeln, ebenfo baS S^of^^^^^c^ »^n ber i^m 

äl^nlic^en frpftallograpl^ifd^en Kombination beS ^entagonbobefaeberS unb Dfta-- 
eberS im ©leid^gemid^t. 35aS 3Jleffen ber Äeilroinfel mittels beS ©oniometerS 
giebt fofort bie ©ntfd^eibung. 

Slufmerffam fei gemad^t auf bie gleid^e Äantenjal^l, bagegen rertaufd^tc 
(Srfens unb ^läd^enjal^l bei SSürfel unb Dftaeber, Dobelaeber unb 3fofaeber. 
Das 2^etraeber l^at ®c!en unb gläd^en in gleid^er S^^l. 

^itietpnnU unb <^c$fett&reu} bet ptfi^aiox&ifi^en ^oxvtv. 

161. ©tatt, mie in ber Srpftallograpl^ie oon ben 2ld(ifen auSgel^enb, bie 
Oleid^gliebrigfeit abzuleiten, ift l^ier unter SSorauSfe^ung ber ©leid^gliebrigfeit ber 
SZaddmeiS eines 3Dlittelpun!tS unb 3ld()fenfreugeS ju fül^ren. ßrrid^tet man in ben 
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3JiittelpunItcn unb 0' jrocicr fonötucntcr, nad^ 
bcr Äantc AB jufammcnfto|cnbcr Stdccfc bie 
£ote auf leiteten, unb ocrfd^icbt fic parallel nad^ 
FX unb PY butd^ ben gemeinfd^aftlici^en ^u^- 
puttft r ber t)on unb 0' auf AB gefällten 
Sote, fo liegen FX, FY, OF, OF als 3Kitte^ 
lote ju AB in ber 2RitteIlotebcne biefer ©trctfc. 
3!)ie auf ben beiben SSielccfen erriditeten £ote 
liegen fomit aud^ in il^r, unb fd^neiben fid^ bal^er 
in einem ^ßunlte S. 2)iefe Setrad^tung t)on SSieled 
p aSielerf fortgefe|t, folgt: 

©a^: 2)ic in ben 3Kittelpunften ber SBieledfäfläd^en auf le^teren errid^teten 
Sote ge^en fämtlid^ burd^ einen einjigen $un!t S, ben 3Rittelpunft , im S^nem 
be§ SSielfläd^nerä. 

2)ie \n ben 3JlittelpunIten paralleler ^läd^en errid^teten Sote fallen fomit 
^ufammen. 

162. aiuö ASOF^ ASO'F... folgt SO==SO'... 

ASOB^ ASOC^ASOC. „ SB = SC = SC' = .. 

ASOF^ASOG... „ SF = SG = ...; 

bal^er: 

®a|: 2)er SKittelpunft ber regulären Sielfläd^ner l^at t)on allen @dfen, 

Tanten unb ©eitenfläd^en je gleid^e Entfernung unb ift bal^er 3Dlittelpunft breier 

fongentrifd(ier Äugeln: ber umfd(iriebenen Äugel burd() bie ®dEen, ber bie Äanten 

in bcren 3Ritten berül^renben Äugel unb ber einbefd^riebenen Äugel, meldte bie 

©eitenfläd[ien in beren ÜRittelpunften berül^rt. 

163. 3Kit §ilfe ber Äongruenj rcd^troinfliger ©d^eitelbreierfe ergiebt fid^, 
\>a^ atte oon ber Dberfläd^e begrenzten, burd^ ben SDlittelpunft gezogenen ©tredfen 
in biefem l^albiert merben. diejenigen biefer fogen. ©urd^meffer, roeld^e (Segen: 
eden, SielerfSs ober Äantenmittelpunfte t)erbinben, l^eifeenSld^fen; unter il^nen giebt 
€g ftet§ brei gleid^gro^e, gu einanber fenfred^te unb gleid^artige , b. 1^. entmeber 
nur (Srfen ober Santen ober ^läd^en t)crbinbenbe, bie fogen. ^auptad^fen, ^ugleid^ 
(S^mmetriead^fen ber 3Sielfläd^ncr. ©ie oerbinben im Dftaeber bie ©egenedfen, m 
SCetraeber, 3)obeIaeber unb gfofaeber bie 3Kitten oon ©egenfanten, im Söürfel 
\>W SRittelpunIte ber ©egenfläd^en. 

Pas $&faebet. 

164. ©emäfe ben ©igenfd^aften ber regulären SSielfläd^ner finb bie ^xtu 
fantc A — BSD, B — CSA, C — DSB, D — ASC fongruent, unb ba je jimei 
berfelben einen Äantenroinfel gemein l^aben, fo folgt, ba^ bie an biefen Tanten 
Itcgenben (^dtn in einer ©bene liegen. AB CD ift bal^er ein ebenes SBieredf mit 
lauter gleid^en ©eiten unb SBinleln, b. 1^. tm Quabrat. ^äUt man auf bie 
©6cite beSfelben baS Sot SO, fo folgt (i\x% 

A SOA ^ A SOB^ A SOC^ ASOD 

©auerbed, ©tereotnettie. 7 
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ba^ ber ^fipunft Diagonalfd^nitt beS Quobratä i[t, unb aus 

A ABC^ A ASC^ ABSD, 

bafe OB = OS b. ^. 3Kittelpunft bcö Dftacbctä unb ba^ 

<^ ABO = <^ ASC = <^ BSD = 90 <> 

b. f). tüirb burd^ SScrlängerung t)on SO um ftd^ fclbft biä S' bie quabratifc^e 
reguläre ^Pijramibe S — AB CD gutn Dftaeber ergänjt, fo finb bie ©d^nittc beö- 
fetten mit ben brei §auptad^fenebenen fongruente Duabratc mit ber Äante k als 
Seite unb bie brei ^auptad^fen finb ju je gmeien 3)iagj)nalen biefer Duabrate. 





Seidene bal^er, nad^ ben frül^eren Siegeln, baä Quabrat AB CD in 5{JaraIIel- 
perfpeltit)e mit Steigung 60 ^ unb SSerlürjung auf- entmeber fo, ba| groeiparaDele 

ö 

©eiten querlaufenb in majorer ®rö^e k erfd^einen unb bie Diagonalen terfürjt 
finb, gig._lll, ober fo, ba^ eine Diagonale als Ouerad^fe in majorer ©röftc 
2a = l/ 2 . k erfd^eint, mäl^renb bie ©eiten t)erfür^t finb, ^ig. lila. 2^rägt 
man auf ber im Diagonalfd^nittpunft errid^teten, ftetä uncerfürjten 3Sertifalad^fe 
beiberfeits a ab unb jiel^t oon ben ®nben S unb 8' auö bie ^Polfanten, fo erl^ält 
man bie am l^äufigften abgebilbeten, um 45 ^ gegeneinanber gebre^ten ©tcttungen 
beg DItaeberS. 

Die Slabien R, (>, r ber umf d^riebenen , fantenberül^renben unb einbe- 
fd^riebenen Äugel finb 

r = Q ift Äatl^ete beS rec^troinlligen A S Q 0, baä bie ^albad^fe a jjur §9po= 
tenufe unb -^ber §öl^e SF beS gleid^feitigen A ASB jur anberen Äatl^cte l^at; 



R=: a = 



ba^er 



-Ht 



l/s-^- 



y=(^^) 



2 -*; \ 2 

3eid^ne r als mittlere proportionale mittels r^ = k . 



morauS r 
k 



_ l/"6 



.k 



I)aS !!Bie(!ant unb bie auc^el. 
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165. 2)ic ^auptad^fcn, rocld^e bic 3KittcIpunftc bet btei ^aare paralleler 
©egcnfläd^en Derbinben, laufen ben brei ju einanber fenfred^ten ^arattelenfc^arcn 
oott je Dter SBäürfellanten parallel unb ftnb ba^er je gleid^ ber SBürfellante k. 
3!)ie von einer 6cfe ber ©runbfläc^e au8 gezogene SBürfelbiagonale D bilbet mit 
ber burd^ biefelBe ßcfe ge^enben I)iagonalen d ber ®runbflä(^e unb ber bie Qnh 
punfte t)on D unb d oerBtnbenben SBürfelfante k ein red^troinlligeä 3)reiecf, 
in roeld^em {%x%. 113) 



fomit 
unb bal^er 



D^ = d' + k 



D2r=3k* 



2 2 



aber 



d» = k' + k« 



woraus J) = \/S . k 



k 



(> = l^2 k 
^ 2 



Pas ^efracfter. 

166. Die Gbene burd; bie ©nbpunfte A, B, C ber Tanten einer, Don 
brei gteid^feitigen 2)reiecfen gebilbeten förperlidden 6de D et^eugt an biefen 
Gnben brei unter fic^ unb mit D fongruente, 
gleic^feitige (Sden unb umgren}t fonad^ mit ber 
Gdt D einen burd^auä gleic^gliebrigen "üith 
fläc^ner, baö S^etraeber. Serbinbet man bie 
SRitte E einer Äante A C mit ben ßnbpunften ber 
©egcnfante B D, fo ift als §ö^e im gleic^feitigen 
2)reierf 

BEXAC unb DE1.AC 
ba^er 

(BED)XAC „ BD^AC 

b. 1^. 

3a^: 2)ie ©egenfanten beä S^etraeberä ftel^en fenfred^t §u einanber. 

167. 2)a unter ben ©liebem beä 3^etraeberä nur bie Tanten in ber S<^f)l 6 
oorfommen, fo ift gu oermuten, ba^ bie §auptad^fen bie SKitten ber brei 5ßaare 
©egenfanten oerbinben. 3lun ift in bem oon jroei ^aar ©egenfeiten gebilbeten 
rotnbf d^ief en 3Sieredf A B — C D 

HJ II LK II AC beägleid^en HL || JK || BD 

bic aKitten H, J, K, L ber ©egenfeiten biefeS roinbfd^iefen SSieredS liegen ba^er 
in einer (Sbene unb finb bie &itn eines Parallelogramms. 2)a aber 




HJ = LK = "2 AC 



beSgleid^en 



HL= JK= 2 BD 
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' AC = BD unb AG i. BD 

fo iftHJKL fogar ein Duabrat. 2)e^nt man bicfe Sctrad^tung auf bic roinb^ 
f d^tcf en SSiered c A B — D C unb AG — BD auä — je jwci ber brct ^aax 
©egenfanten bcä 2^cttacbcrä lönncn alä ©egcnfciten cineä rotnbfd^icfcn 3Sictccfö 
bettad^tct werben, — fo jetgt fid^, ba^ bie brei SSerbinbungägetaben ber 3Wittcn 
ber ©egenfanten beS 2^etraeberä gu je groeien, 2)iagonaIen ber brei Quabrate 
finb, bie t)on ben 3Kitten je jroeier $aare ©egenfanten gebilbet werben, ©ar^ 
au3 folgt 

@a|: 3)ie brei SJerbinbungöftrecfen ber 2Ritten ber ©egenfanten eincö 
regulären 2^etraeberä finb gleid^ lang, Ijalbieren fid^ gegenfeitig unb ftel^en auf^ 
einanber fenfred^t. 

Sie finb bal^er alö bie ^auptad^fen beg 2^etraeberS ju betrad^ten. 

168. 35a B E = E D alä §ö!)en f ongruenter gleid^f eitiger 3)reiede, f o tft 
A B E D gleid^f d^enf lig. 3Serbinbet man ba^er E mit ber 3Ritte F von B D, f o 
folgt EF ± BD, aber ani) EF ± AG, ba (BED) _L AG, fomit 

©a^: ®ie §auptad^fen finb bie für|\eften Entfernungen ber ©egenfanten 
beS 2^etraeber§. 

169. Segt man bal^er burd^ jebeS $aar ©egenfanten bie ^arallelcbenen, 
fo erzeugen biefe einen SÜBürfel, in roeld^em bie 3^etracberfanten alö bie jroifd^cn 

ben abmed^felnben Sffiürfeledfen gezogenen ^ia- 
gonalen ber Seitenflächen erfd^einen. 3)a bic SCd^fe 
be§ 3^etraebcrS gugleid^ Sld^fe beS bem S^etracbcr 
umfd^riebenen SöürfelS ift, fo gel^t man am beftcn 
von biefem SBürfel auö, um ba§ 3^etraeber in ber 
üblid^en 3ld^fenftellung ju geid^nen. 3lud^ jur ®r= 
mittelung beö ^Rauminhalts beg S^etraeberS fann 
ber SEBürfel benü^t werben: 3Kan l^at oon il^tn 
oier fongruente breifeitige ^Ppramiben abjujiel^en, 
welche bie Hälfte einer SBürfelfläd^e jur @runb= 
fläd^e unb bie 2ßürfelfante jur ^bl^c l^aben. 
3)ie 3ld(ife beS 2letraeberö bejm. feines umfd^riebenen SBürfelä ift bie ©eite 
eines QuabratS, beffen diagonale bie 3^etraeberfante k ift. 

Erinnert fei nod^ an -g- • oo cx) unb oo oo . ^, fiel^e 119). 



Sig- 113. 




170. 2)ie SSürfelbiagonale MQ, weld^e bie gegenüberliegenbe 2^etraeber: 
fläd^e NTS in P treffen möge, bilbet, ba 

AMNQ^ AMSQ^ AMTQ 

mit ben Kanten ber Söürfeledfe M gleiche äöinfel, ba^er ift aud^ 

A MPN ^ A MPS ^ A MPT 



^ai 9Sie((ant unb bie Kugel. 101 

^■""'^ PN = PS = PT 

unb 

<^MPN = <^MPS = <tMPT = 90" 
b. f). 

2)aä ©tue! Q P ber 3BürfeIbiagonaIe i\t bie üon ber ®cf e Q auf bic gcgcrts 

überlicgenbc %läd)t N S T gefällte §öl^e be§ 2^etraeberS. 3)er ^u^punft ber ^öf)t 

ift ber 5Kittelpunft ober ©d^roerpunft ber 2^etraeberfläd^e. 3!)iefe Setrad^tung 

gilt für alle t)ier SEBürfelbiagonalen, fomit 

®a^: 2)te §öl^en beg 2^etraeberä fd^neiben fid^ im Sld^fenfreugmittclpunft, 
bem fogen. Sd^roerpunft. 

171. aiuö AMPNcsoAMNQ folgt (gig. 113) 

MP ^ MN^ ^ M^ 
MN ~ "MQ ~" 1/3" MN 

tüorauö 

MN 1 1 

. MP-^^ = ^ . iTMN=yMQ 

halber 

QP= |-MQ 

2 

b. 1^. bie 2^etraeber^ö]^e beträgt -ö- ber diagonale beä umfd^riebenen SBürfelä, fo- 
mit, ba bie Sffiürfelbiagonalen gleid^ finb, 

©a$: 2)ie §öl^eit eineä regulären 2^etraeberö finb gleid^. 

®er ©d^nittpunft ber 2Bürfelbiagona(en MQ unb UN ift Sld^fenfreuj- 
mittelpunft @ig. 113), alfo 

MQ = 2 MO, 
bal^er gemä^ oben 

MP = I MO 

unb 

0P = y OM = 3 OQ = J-PQ 

b. f). 

©a^: 3)er ©d^roerpunft beS 2;etraeberä teilt bie §öl^en im 35erl^ältniö 1 : 3, 
fo ba^ ber größere Slbfd^nitt ber @rfe ju liegt. 

172. S3en)ei§ ber ©ä^e 170) unb 171) o^ne »enü^ung beS SBürfelö: 

^äae AEX (BCD), fo ift 

A AEB^ A AEC^ A AED 
bal^er 

EB =EC=rr ED 
b. ^. 

E ift ber ©d^roerpunft bcö AB OD. 2)ie gu^punfte ber §ö^en finb 

fotntt bie ©d^merpunfte ber 2^etraeberfläd^en. 
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^ag ^ielfant unb bie ^ugel. 



ebene (BAE) fd^ncibet fomit (BCD) unb (CDA) nad^ ben Sd^roer^ 
Knien BG unb AG. 3)a aber bie ^ö^c »on B bie ©egenfläci^e im ©d^mer^ 

punft F trifft, fo liegt BF in (ABE) unb fd^neibet 
ba^er AE in einem $unft S. 

5Jun oerl^ält ftd(i 

GE GF 






GB GA 






bal^er 


EF AB 


unb 




fomit 


SE EF 
SA AB 


GE 
GB 


1 
3 



b. f). je jroei §öl^en fc^neiben fic^ im ^Berl^ältniö 
1:3, fomit fd^neiben fid^ alle in einem einzigen 
5ßunft S nad^ biefem 3Serl^äItniö. 
S)ie ©leid^l^eit ber ^ö^en folgt auä A AEB ^ A BFA u. f. f. 

173. Sluä %x%. 113 folgt, menn k unb 2a bie Äanten eines 2^etraeberö 
unb feines umfd^riebenen SBürfelä fmb: 

NS = 1/2". MN ober k = \/2. 2 a 

2a=J^ 



morauS 

3:etraeberl^bl^e 
femer 

ober aud^ 

unb 

ober 

enblid^ 



h=:: 



3 



k 



MQ 



^i 



r=^OQ = 



3 
1 



. l/3.2a = -^A.k 

3_ 

1/6 1, 



R= OQ 



R = -7-h = 



3 • l/3a 

= J^k 
12 

= l/3a 
^ 1/6 



12 



_ 1/6 



k 



p = — MN = a 



1/2 



k 



SluS fjig. 114 mürbe fid^ h bered^nen, mittete ber ©reiedfe AEB ober 
AEG; im erfteren märe 



h2 = AB^ — BE 



(lT^«7=^^^"-^-f- 



174. gig. 115: 2)ie 2ld^fen oerbinben bie 3Kitten breier $aare paraflelcr 
Äanten ober ^ünfedffeiten k unb finb biefen parattel. 3^^^^ ©röfee 2 a bered^nct 
fid^ aus k mittete eines ebenen ©d^nitts burd^ jmei ber Sld^fen, ber ein ju festeren 



woraus 



^aS S^iettant unb bie Hügel. 103 

fpmmctrifc^cä ©cd^äcd liefert, in welchem AB || OD ^ünfectfeiten, AE||DF 
unb BF II EG bie §öl^e h ber regulären günfetffeitenPäd^en beS 3)obefaeberö 
barftetten. 3ie^e BG || OS, bann ift in bem red^troinfligen A BGF 

BG^ + rG« = BP» = BH* — FH^ 1) 

S)ie 3cici^i^ui^9 i>c^ regulären ^nfedtä auä ber Äante k giebt: 

HQ' = NH(NH -QH) 

ober 

k« =r d (d — k) 
worauf 

BH-:d= Jil^.k 2) 

dt 

3)ur(i^ einfe^en oon 2) in 1) folgt 

.•+(.-4y=(^^)*--(i)" 

1+ 1^9 + 41/5" , 1 + 2 + 1/5 , 
a = ^ k = j k 

gemä^ 175) unb _ _ 

b. 1^. 

2a = d + k 3) 

fontit 

© a $ : %\t §auptaci^f e ift gleid^ ber ©untnte ber diagonale unb ©eite ber 

regulären ^nfedffeitenpäd^e. 

175. 2)ie Umformung oon k 9 + 4 l/5 gefd^iel^t nac^ bem 3Serfal^ren, 

eine SBurjelgröfec oon ber gorm K a + i/b in bie ©umme jroeier SBur^^eln 
ju jerlegen. 6s fei 

l/a + l/b" -= V/r+ l/y~ 
fo folgt quabriert _ 

a + l/b"=x + y + 2l/^ 

ba^er 

x + y = a 1) 

2l/^=l/b" 2) 

hieraus, nac^ bem üblichen SSerfal^ren 

(x + y)» = a« 

4 xy = b 
(x-y)' = a' -b ~ 

X — y = l/a» — b 3) 

auä 1) unb 3) 



z 
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^aS %ie(!ant unb bie ^ugel. 



X 

ballet 



3n unferem ^all ifl a = 9, b 
= -^ (9 + 1/81 - 80 ) == ^ 



16 . 5 unb fomit 



80 



)= 



1/9 + I/8O = \/b + 2 



176. 3ß^^wi^9 ^c^ 2)obcf aeberä : 2)urci^ ftctigc 3Seriängcmng ber geg. 
Äantc k crgiebt fxi) bic diagonale bcS regulären ^nfecfS unb l^ierauä gemä^ 174) 
bie Sld^fe 2 a beS 35obeIaeberä. 3i«^^ i« ^^1^ ®nbpunlten beä in ^ßaraUcU 
perfpeftioe gegeid^neten Sld^fenfreujeö — jroei fenfred^te glcid^gro^e Sld^fen in ber 

3ci(i^nunggebene, gig. 115, bie brüte mit Steigung 30® unb ^Serlürjung ö> 

gig. 115. 



A 


S B 









.\.-v*A 


j? ••.. 


y 


U 


^ .^W 



.r 




:b: T ik: 



S' D 



jtel^c 111) — bie brei ^aare ben 3ld^fen paratteler Tanten unb ermittle mit 
§ilfe ber SZebenjeid^nung in jeber ber burd; bie (Snbpunfte Ie|terer beftimmten 
3)obeIaeberfIäci^en bie beiben fel^lcnben ©cfen nad^ ben 6ä|en ber ^araHelperfpeftioe 
über bie Proportionalität unb ^ßaratteUtät t)on ©trecfen. ©egenedEen beftimmt 
man mit §itfe t)on 3)urd^meffem. 
®de Q' ergiebt fid(i %. 33. aw^ 

BL' = BL unb Q'L' : QL = H'F : HF = (1 : 3) 



177. ®ie Stabien ber brei Äugeln ergeben fid^ ju 
3 + 1/5 



(> = a = 



R= OB 



k 



V 



a^ + -7- - 



k^ I/18 + 6I/5 



k = 



l/l5 + 1/3 



4 ~ 4 '^ "~ 4 

unb mit §ilfe beö §albmefferä q* beS SnfreifeS be§ regulären ^nferfä 



k 



,. _ ± ]/ 5 + 2 1/5 



k 



ergiebt jtd(i 



= l/a^ — 



»'« 



^a^ $ie(!ant unb bie Stn^tl. 
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3 + \/5 y 



k^-- 



-VI 

_ 1 1/ 25 + 11 1/5 



5 + 2\/5 
20 



k' 



k 



Pas 9»(ofiieber. 

178. 2)ic Sa9ent)er^ältniffe bcr 2ld^fcn ftnb biefelbcn wie beim 2)obefacbcr. 
3icbcr §auptac^fenfd^ttitt liefert ein gu biefcn Sld^fen f^mmetrifd^eä Sed^SecE, in 
rocld^em AB # CD bie Äante k, BF#EC 
unb AE # TD bie §ö^e h ber regulären ©rei- 
ecffcitenflädien ift. 3*«^* ^^^ "^^^^ roieber 
BG II SS\ fo ift im reci(|tn)inlligen A BÖF 

woraus 

1 + 1^5 , 



ober 



b. ]^. 



2a = 



4 
1 + 1/5" 



k=^d 




Sa^: Sie ^auptad^fe ift bie 2)iagonaIe eineä regulären ^ünfecfä oon ber 
Äante k. 

®iefeä ©rgebniS folgt aud^ unmittelbar barauS, bafe jebe ber oon fünf 
gleid^feitigen Dreietfen gebilbeten ©cfen, als ^pramibe betrad^tet, ein reguläres 
^nferf oon ber Äante k jur ©runbfläd^e l^at, in meldiem je eine diagonale einer 
^auptaddfe paraHel unb gleid) ift. 

®urd^ SSerbinbung ber ^roölf ßdfen, meldte man erl^ält, menn man nad^ 
.3eid^nung beS Sld^fenfreujeS burd^ bie ®nbpunfte ber 3ld^fen als Äantenmitten 
bie brei ^aare ben 3ld(ifen paralleler Äanten jiel^t, entftel^en bie fel^lenben Santen 



1 



beS SfofaeberS. gig. 116: OK = -g- 08, UV = AB, PW 



3^ AB. 







179. 2)ie Sftabien ber brei Äugeln ergeben fid) ju 

1+1/5" 



a = 



k 



OB 



^1/a 



+ 



k*^ 



"l/ lO + 2 1/5" 
^ 4 



k 



ober SV 3 +l/l5 , 



- k 



3 + 1/ 5; 
4 1/3 



k 



12 



106 
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^otaxbxeitiant. 

180. 3w jcbem 2)rcifant Bcjn). fp^ärifd^cn 2)reiccf gicbt cä ein il^m jju^ 
^eorbncteS fogen. ^olar^ ober ©upplemcntärbreifant bcjro. «brciccf, bcffcit ©citcn 
unb SBtttfcl mit bcncn bcä crftcn in enger SBcd^felbejiel^ung fte^en, baS ba^er 
bei fielen 3lufgaben ein rotd^tigeä ^ilfömittel bietet. 

3)a8 im SKittelpunft auf ber Slequatorebene erriditete £ot trifft befanntlid^ 
bie Äugeloberfläd^e in ben beiben ^olen. Setrad^tet man bemnad^ bie Seiten-- 
fläd^en beS 3)rei!antS alö äequatorebenen, fo beftimmen bie ^n i^nen im ©d^eitcl 
«rrid^teten ©enfred^ten auf ber jeroeiligen Äugel^älfte, nad^ meld^er l^in baä 2)rei' 
fant bejro. fpl^ärifd^e 3)reierf liegt, bie (SdEen beä $o[arbreiedfä unb finb felbft bie 
Tanten beS ^olarbreifantS. 3n il^rer 9lüdt)erlängerung bilben fie bie Äanten beö 
Ißolargegenbreifantä unb treffen bie Kugel in ben Qitn beä ^olargegenbreiedfs. 



5ig. 117. 




181. 3)a jebeä 2)reifant auÄfd^Iiefelid^ von 
2BinfeIgrö^en abl^ängt, fo bleiben bie Sejiel^ungcn 
jroifd^en ®reifant unb 5ßolarbreifant ungeänbert, 
wenn le^tereS paraHel oerf droben, bie juoor ge- 
meinfd^aftlid^e Spi|e S nunmefjr für baä ^ßolar- 
breilant in einen 5Pun!t S' innerl^alb (roarum?) 
beg SBinfelraumS S ©erlegt wirb. 3)ie oon S' auf 
bie ©eitenflädden oon S gefällten Sote finb afe- 
bann bie Äanten beS $olarbreifantä unb fd^lie^en 
bie ©eiten a', b', c' beäfelben ein; bal^er folgt, 
weil SBXS'A', SBxS'C u. f. f., 
bafe SBj_b', SCj_c', SAXa', 
b. i S — A B C ^olarbreifant ju S' — A' B' G\ 

jomit 

©a|: 3ft ein 2)retlant ^olarbreifant eineä anberen, fo ift aud^ ba§ 

le^tere 5ßolarbreifant beS erfteren. 

182. hieraus folgt, ba^ bie ©eitenfläd^en eines 3)rei!antä bie Äeilminlcl 
feines ^olarbreifantS auSfd^netben, unb ba bie Kanten einer ©eite auf ben 
©d^enfeln beS oon biefer ©eite auSgefd^nittenen ÄeilminfelS beS ^olarbreifants 
jenfrec^t fte^en, j. SB. S'A' i_ A'B unb S'C J_ C'B, fo ergiebt ftd^ 

1. menn S' als 35reifant unb S als ^olarbreifant betrad^tet mirb, auS ben 
ÄreiSoierecfen S'C'AB', S'A'BC, S'B'CA' mit ben ©urd^meffem 
S'A, S'B, S'C, ba^ 

cc + si' = 180° /9 + V = 180° r + ^' = 18Ö" 

2. wenn S als Dreifant unb S' als 5Polarbreifant betrad^tet wirb, an^ 
ben ÄreiSoiererfen SCA'B, SAB'C, SB CA bafe 

a + a' = 180° h-\-/9' = 180° c+y = 180° 



3)aö SJiclfant unb bic Kugel. 
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ballet 

® a ^ : ®tttfprccl^cnbe ©citen unb 3öinf el eines 5Dret!antä unb feines ^olar-- 
breüants ergänzen fid^ ju j\n)ei Sted^ten. 

183. 2)iefe Se^iel^ungen ergeben fid^ and) ol^ne ^arattefoerfd^iebung beä 
einen 2)reifantS. SBäl^Ie bie gut Äante SA fenfred^te Äeilroinlelebene a gur 
3eid^nungSebene , bann finb, ba SB unb SC bie Seiten- 
fläd^en c unb b barftetten, SB'JLSC unb SC'XSB 5ig. 118. 

bie beiben ^olfanten, roeld^e bie ©eite a' beS 5|}oIatbrei= 
(ants einfd^lie^en. 3tun ift 



unb ba 



fo folgt 



a,' — X= 90 

cc-{- fi= 90 



a,' + a= 180 u. f. f. 




■ S)iefelben Sä^e gelten für fpl^ärifd^eä ®reietf unb 
^olatbteiedf , fobalb um bie ©pi^en bet 2)reifante Äugeln 
befd^rieben roetben. 



184. 3lbteitung ber Se^iel^ungen jroifd^en fpprifd^em ®reiedt unb ^olar- 
breierf auf ber Äugelfläd(ie felbft: 

A', B', C feien bie ^ßole ber ©reiedffeiten Sig- 119- 

BC, CA, AB. 3iel^e bie ©rofefreiäbbgen AB' 
unb A C (n)o ift auf ber Äugelfläd^e bie S^xUU 
fpi^e ein^ufe^en?), bann ift 

Sogen AB' = 90« roeil B' 5ßol oon AC 
Sogen AC = 90^ weil C $ol oon AB 

bal^er l^at A oon jroei fünften ber ©roPreiSebene 
B' C bie Entfernung 90® ober, wenn S ber Äugele 
tnittelpunft, AS J. SB' unb AS _L SC, bal^er 
AS ± (BSC), b. ^. A ^ol oon B'C u. f. f. 

<^ A' werbe gemeffen burd^ ben jugel^örigen Slequatorbogen ED, bann ift 




CE = CB + BE= 90« 

BD = BC + CD= 90® 

(BC + BE + CD) + BC = 180« 



roeil C 5Pol oon A'B' 

weil B ^ol oon A' C fomit 



ober 



DE + BC = 180« ober a' + a = 180« u. f. f., 



b. f). entfpred^enbe SBinlelbogen beS 5ßolarbreiedfS unb Sogenfeiten beS urfprüngs 
liefen 2)reiedfä ergänzen fid^ jum ^albfreiS u. f. f . 
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Xa^ Siedant unb bie JCugel. 



185. Folgerungen: 3)a SBtnlel unb Seiten beö 2)reiIantS bejn). Äuge(= 
breiecfS unb feines 5|8o(argebiIbeS in gewiffem ©inn oertaufd^t finb, fo wanbeln 
\xci), butd^ Slnroenbung auf baS ^jSoIargebilbe, Sej^iel^ungen 

groifd^en um in fold^e jroifd^en 

brei Seiten brei SBinleln 

jroei Seiten unb einem SBinlel smei SBinfeln unb einer Seite 

einer Seite unb jroei SBinfeln einem SEinlel unb ^mzi Seiten 

brei Söinfeln brei Seiten 

beö urfprünglid^en (SebilbeS; j. S. : 

1. ®emäfe 144) ift 

alfo andl^ im ^olarbreifant bie Summe ber SBinlel 
(180 — a) + (180 — b) + (180 — c) > 180 
roorauä a + b + c < 360 

2. ©emäfe 154) ift a < b + c 

bal^er auc^ im 5|SoIarbreiIant (180 — «)< (180 —/9) + (180 — y) 
woraus /^ •}- 7 — « < 180 

b. f). ber Ueberfd^u^ ber Summe j^meier 2BinIeI über ben britten ift 
Heiner als jmei Siedete u. f. f. 



Sig. 120. 



pa5 Pteiftaiii5ite|. 

186. Um bie 2ßinle( beS 2)reiIantS S — ABC gu meff en , jeid^ne man 
bie ileilminfelebenen. 3lm jmedfmä^igften fälle man oon einem beliebigen $ßunft A 
ber Äante SA baS Sot AF ± &, jie^e FB JL SB unb FC ± SC, fo ift aud) 

AB ± SB unb AC J_ SC, b. f). <^ ABF 
= /9 mi <^ ACF = ;'. 2)ie in A auf 
SA in b unb c errid^teten Sote AV unb 
Aü fd^lie^en <^ IJAV = cc ein. Sd^neibct 
man baS 35reif ant nad^ ber Äante S A auf 
unb Ilappt bie ©reierfe AFB, AFC, 
ABS, ACS, UAV um il^re in a liegen- 
ben Seiten in bie Seitenfläd^e a, fo cnt-- 
fte^t baS ebene 9te| beS 2)reiIantS, bas 
fämtlid^e Seiten unb SÜBinfel in majorer 
®rö^e entf)ält. 

S)ie nid^t unabl^ängige Sage ber ^ilfö- 
breierfc ergiebt eine Sleil^e oon Sejiel^ungcn. 
2)ie Sote AB unb AC fatten umgellappt in bie aSerlängerungcn B A' unb CA" 
von FB unb FC, Äante SA teilt ftc^ in SA' unb SA", ebenfo AB in AB* 
= BX unb AC in A"C = CY, fomie AF in FX = FY. 2)a ferner 




Xaö SSielfant unb bic Äugel. 109 

UV_LAF, benn AF_La 
unb UV± SA, benn SA_L(ÜAV) 

fo folgt UVJ_ (ASF) unb fomit UVJ_ SF. 

Äommt ballet A UAV burd^ S)rel^un8 um UV in bic Sag^ UZV, fo liegen 
bie btei fünfte S, F, Z in einet ju UV fenfted^ten ©eraben. geid^enprobe ! 




2luS bem 9ie$ erl^ält man umgelel^rt baä 3)reifant, baburd^ ba^ man bie 
Seiten b unb c um SC unb SB brel^t, big SA' unb SA" fid^ ju ber britten 
Äante SA Bejm. SAj tjereinigen. ®S entftel^en jmei jur Ebene ber Seite a 
f^mmetrifd^e longruente Dteifante; baS 2)teifant ift fomit burd^ bie brei Seiten 
einbeutig beftimmt. ®onj affgemein folgt ballet 

Sa$: Unter ber SSorauäfe^ung 

o<a + b + c< 180« unb 180 < « + /y + / < 540« 

foroie a < b + c unb a A- ß — y < 180<> 
u.f.f u.f.f 

genügen brei beliebige SeftimmungäftüdEc beö 2)reifant^ §ur Ermittelung ber 
übrigen. 

jitgefttaiff^e ^esie^uttgen. 

187. Der geometrifd^en 3^^«w"9 i>cö Dreifants ^w^ brei geg. Stüdfen 
entfprid^t bie algebraifd^e Seredjinung ber gefud^ten ©rö^en, berul^enb auf brei 
trigonometrifd^en ^auptfä^en, bie fid^ ol\x^ ^ig. 121, mie folgt, ergeben: SGBäl^lt 
man SA' = SA" = 1, fo ift 

A'B = siiic = XB unb A"C = sinb=YC 

unb bie Sejiel^ung FX = FY oermanbelt ftd^ in 

XB.sin/^ = YC.sin/ 



110 2)aä SBielfant unb bie Äugcl. 

ober 

sin c . sin ß = sin b . sin y 

ober 

sin b : sin c = sin /9 : sin / 

ffitrb baä 3)reif ant mö) ber Äante S B auf gef d^nitten unb in b jum 5Re^ 

audgebreitet, fo fo(gt 

sin a : sin c = sin a : sin y 
fomit 

sin a : sin b : sin c = sin cc : sin ß : sin 7 .... 1) 
ober 

sina _ sinb __ sin c 

sin cc ~~ sin ß "^ sin y 

fomit 

®tnu§fa^: 3)te ©inuffe ber ©eiten oerl^alten fid^ roie bie ©inuffe ber 
©egenroinfef. 

SSergleid^e l^iermit bie Sejiel^ung beim ebenen 2)retecE 

a : b : c = sin a : sin /9 : sin y 
ober 

= 2r 



sin cc sin ß sin 7 

188. Verlängert man YF biä ^um Sd^nitt K mit BH J_ SC, fo ift 

<^KBr== a unb 

SC = SH + HC 1) 

nun ift aber 

S C = cos b 

SH = SB cos a = cos c . cos a 
HC = rK = BF. sina 

= BX cos /9 . sin a 

= sin c cos /S' . sin a 

bal^er, biefe SBerte in 1) eingefe^t unb bie Sered^nung äl^nlid^ für bie ©eiten 
c unb a burd^gefü^rt , im Ie|teren %aü baö ©reifant nad^ SB ober SC auf^ 
gefd^nttten, folgt 

2)er ©eitencofinuäfa^: 

cos b = cos c cos a -\- sin c sin a cos /9 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos y 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos cc 

roeld^er bie 33ejief)ungen jmtfd^en ben brei ©eiten unb je einem SBinlet auSbrürft. 

SSergleid^e l^iermit bie jmifd^en ben ©eiten unb einem SBinfel beö ebenen 
3)reierfg beftel^enbe Sejiel^ung 

a* = b^ + c^ — 2bccoscf u. f. f. 

189. Sluf baä $olarbreiIant angeroenbet, giebt biefer ©a$: 
cos (180 — cc) = cos (180 — ß) cos (180 — y) 

+ sin (180 — ß) sin (180 — y) cos (180 — a) 
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ober Q • jo * 

— cos a = cos /j cos y — sm /j sin y cos a 

Sieg ift ber SBinfelcofinuöfa^: 

cos a = — cos /9 cos y + sin /? sin y cos a 

cos /^ = — cos y cos a + sin y sin a cos b 
cos y =^ — cos a cos /S + sin a sin. ß cos c 

roeld^er bie Segiei^ungen sroifd^en ben brei SBinfeln unb je einer Seite auSbrücft. 

pie fed^s preiftatttsseid^itttitgeit. 

190. erfter gatt. 5Drei!ant auS a, b, c. 

Sege bie brei ©eiten in ber ^txi^x[\xn%^ibzxKZ mit gemeinfd^aftlid^er Spi|e 
fo aneinanber, ba^ jroei berfelben mit ber britten je einen Sd^enfel gemein l^aben. 
^äffe t)on ben ©nbpuniten A' unb A'' ber freien ©d^enfel S A' = SA'' auf ben 
jcroeiligen gemeinfc^aftlid^en ©d^enfel ber Seite a bie Sote A'B unb A"C biä- 
^um ©d^nitt in F. Sie um B mit BA' unb um C mit CA" befd^riebenen 
Äreife treffen bie, burd^ F §u ben ©d^enfeln üon a gezogenen parallelen in X 
unb Y unb beftimmen bie 2öinM <^FBX = /yunb <^FCY = ;^. Beic^en« 
probe FX = FY. grric^te A'UX SA' unb A" VX SA". Sie Äreife um U 
mxi UA' unb um V mit VA" geben $unft Z unb bamit <i:UZV=ßr. 
3eid^enprobe SFZ eine ©erabe, fenfred^t p UV. ^ig. 121. 

191. ßmeiter ^all. Sreifant auä a, ß, y. 

3eid^ne in ber oben befc^riebenen 2Beife baä ^olarbreifant auä ben Seiten 

a' = 180 — «, b' = 180 — ß, c' = 180 — y, 

bann finb bie Supplemente ju ben gefunbenen 95Jinfeln a', ß\ y' beä $olar^ 
breifantg bie gefuc^ten Seiten a, b, c. 

192. Sritter %aVi. Sreifant auö b, c, a. 

gür biefen gall ift eä jmedfmäftig, bag Sreüant nad^ SB aufjufd^neiben 
unb baä 3it% in ber Seitenfläd^e b §u ^eid^nen. Sege bal^er in ber 3^i^^w"9^' 
thtm bie Seiten b unb c mit gemeinfd^aftlid^er Spi^e S unb einem gemein-- 
fd^aftlid^en Sd^enfel SA aneinanber. J^^lle oon einem beliebigen $unft B' beö^ 
freien Sd)enfelö t)on c baö Sot B'A J_SA unb trage an bie 3Serlängerung 
bcöfelben im ^u^pun!t A, nad^ ber Seite ber fid^ ermeiternben Seitenfläd^e b, 
ben <^ a an, beffen freier Sd^enfel t)om Äreiö um A mit AB' in X getroffen 
werbe, gätte XF _L B'A unb FC J_ SC, ben freien Sc^enfel t)on b. Ser 
@nbpunft Y ber ^u SC ^arattelen FY = FX beftimmt <^ FCY = ;/ unb ber 
Ärciö um C mit CY giebt auf ber verlängerten FC ^unft B" unb fomit 
<t B"SC = a. Sie ^ote B'U ± SB' unb B"V 1_ SB" unb bie Greife um 
U mit ÜB' unb um V mit VB" beftimmen <^ UZ V = /?. 

193. SSierter ^att. Sreifant auä /^, y, a. 

3Rittelö beS 5Polarbreifantä aus ben Seiten b' = 180 — ß, c' = 180 — y 
unb bem 2ßinfel a' = 180 — a surüdfgefü^rt auf %aü 3. 
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SlnbcrenfaUä fei a ä^^^^ungSebcnc. 2)a^ 2ot D,GiXBiCi in bem 
an^ ß unb y , ben SBinleln an bet ©runbfcite BiCi, gejcid^netcn §ilfsbrcic(f 
BiDjC, teilt festeres in jroci ben 5Dreiecfen BFX unb CFY ä^nlid^e 2)reie(fe. 
3)iefe finb mittete ber ju ben Sd^enfeln ber Seite a in ben Slbftänben GiB^ 
unb GiCj gezogenen ^Parallelen, bie fid) in P treffen, in i^re befonbere Sage 
bejüglid^ a ju oerfd^ieben , bann beftimmcn bie Äreife um B mit BX unb um 
C mit CY auf ben SSerlängerungen t)on FB unb FC bie fünfte A' unb A" 
unb bamit bie Seiten BSA' = b unb CSA" = c u. f. f. "^tx^tx^^x^ht SA' 
= SA" u. f. f. 

194. fünfter gaH. 2)reifant auä b, c, ß, 

^äUe t)on einem beliebigen ^unft A' beö einen Sd^enfel§ ber Seite c auf 
ben anberen baä 2ot A'B, trage im ^u^punft an bie Verlängerung beäfelben 
^ß , ber Spi^e beä 3)rei!antg abgemanbt, an unb fälle üom ®nbpunft be§ 
freien Sc^enfelS BX = BA' ba§ Sot XF ± A'B. Sege bie Äat^ete SC, 
meiere fid^ auS bem burd^ <^ b unb SA' a(g §ppotenufe beftimmten, gunäd^ft 
in beliebiger Sage ge|\eid^neten §ilföbreiecf SCA" ergiebt, als Seltne in ben über 
SF als ©urc^meffer befd^riebenen ÄreiS, bann ift <^ CSB = a. 2)ic gu SC 
^arattele FY = FX beftimmt <^ FC Y = ;/ u. f. f. 3jm attgemeinen fc^neibct 

ber ÄreiS wra S mit S C benjcnigen über 
S'ig- 122. SF in gmei fünften, bal^er jmei Söfun^ 

gen. $robe mit SFZ! 

Sebingung für bie 3)iöglid^Ieit ber 
Söfung ift S C < S F. SCrigonometrifd^ : 
SC'^<SF* ober 




SC^<SB« + BF 



ober 



cos^b <C cos^c + sin^c cos*/^ 



ober 



<C cos^^c + sin'c (1 — sin*/?) 



ober 



sin^c ws} ß -< 1 — cos*b 
sin^c sin^/^ <] sin^b b. ^. sin c sin /? <[ sin b. 



195. Sed^fter gatt. S)reifant auS ß, y, b. 

^ig. 122 roegen, fei ber gleid^mertige gatt bel^anbelt: 2)reifant auS ß, y, c. 

S)ie Söfung ift mittete beS ^olarbreilantS auf gall 5 jurüdfgefül^rt. 

Slud^ für bie unmittelbare Söfung bleibt baS Serfal^rcn bis gur Seftim^ 
mung beS fünftes F, bann aber ift bie Äatl^ete FC, meldte fid^ aus einem 
burd^ -^y unb ^ppotenufe FX beftimmten red^troinfligen ^ilfSbreiedf ergiebt, 
als Seltne in ben über FS befd^riebenen SreiS ju legen. S)aburd^ ift bie Sage 
bcS A CFY beftimmt u. f. f. S)a bie Seltne FC oon F auS jroeimal in ben 
SreiS über SF gelegt merben fann, fo giebt eS im allgemeinen jmci Söfungen. 
Sebingung? 
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196» 33ci üorftel^enben fcd^ä I)reifantäjeid^ttungcn fättt ^u^punlt F in bie 
iem S)rei!ant felbft angel^örigc Seitenfläci^c a nur bann, wenn jcbc bcr Dier 
©röfeen b, a, ß, y<: 90. 

3ft eine biefer ©röfeen > 90 , f o fällt F auf einen ber Sdjenlel ber 
Seite a bejn). in bie "^titn- ober ©d^eitelroinfelfläd^e biefer Seite, aber bie ^zii^-- 
nung bleibt biefelbe, wie auä gaff 5 in 194) erft^tlid^. 9lur ift für 

b>90:<^FBX= 180— ß unb für c>90:<^FCY= 180 — ^ 

©inb ntel^r alö eineä ber geg. Stücfe ftumpf: 

ßine Seite unb ein ans ober gegenüberliegenber SBinfel, fo jeid^ne man 
baö 9ie| in ber geg. Seitenfläd^e. 

@ine Seite unb i;n)ei anliegenbe SBinfel, fo geid^ne man baö jur Seite 
gehörige 9iebenbreifant. 

3n)ei Seiten unb ber eingefd)Ioffene SBinfel: |^eid)ne ba§ Sd^eitelbreifant. 

3n)ei Seiten unb ber ©egenminfel ber einen: geid^ne ba§ 9iebenbreifant. 

SlUe brei Seiten: |\eid^ne baä Sd^eitelbreifant. 

197. 35ie 3^i^)i^wng t)on ®reifanten au§ §öl^en, 2;ran§t)erfa[en, SBinfel-- 
i^albierenben u. f. f. fül^rt, äl^nlid) bem SSerfal^ren ber ihtnzn ©eometrie, gunäd^ft 
5ur Söfung t)on ^ilfäs ober S^eilbreilanten ; fo erforbert %. S3. 3)reifant auä 
a, h, /^ bie S^i^'^wng eineö red^troinlligen 2^eilbrei!antä auä einer Seite ober 
i^atl^ete h unb iljrem ©egenroinfel ß: %oXl 6 in 195). 

ööl^en eineg 2)rei!antä finb bie SEBinfel, meiere bie Tanten mit ben 

gegenüberliegenben Seitenfläd^en bilben. 
Xranäoerfalen finb bie SBinfel, welche bie Äanten mit ben ^albierungä-- 

graben ber gegenüberliegenben Seiten einfd^liejjen. 
2Sinfell^albierenbe finb bie SBinfel, meldte bie Tanten mit ben 

Sd^nittgeraben il^rer feilminfell^albierenben ßbenen unb ©egenfeiten 

einfd^liefeen. 
SKittellote finb bie ju ben Seiten be§ 2)reifantä burd^ beren §al-- 

bierungggeraben fenfred^t gelegten (^hzmn u. f. f. 

198. Sa^: 2)ie ßbenen ber §öl^en, 2^ran§oerfalen, SBinfel^albierenben, 
'üKtttellote u. f. f. fdf)neiben fid^ je nad) einer ©eraben burd^ bie Spi^e beö 
2)reifant§. 

Seroeiä für bie §ö§en: H fei ein beliebiger ^unft Siö- 123. 

ber Sd^nittgeraben ber §öl^enebenen h unb h', b. 1^. ber Ebenen ^ 

(A S E) unb (B S F), welche bie Tanten A S unb B S auf bie / 

GJeöenfeiten projizieren, '^k^ burd^ H bie £ote AE J_ (B S C) / i 

unb BF X (ASC), fo folgt gemä^ 68), ba^ bie burd; AE / J, 

unb BF gelegte ©bene (ABC) J_ CS unb fomit / H 

CSJ_AB aUx and) CD ± AB ^\. / 

alö britte §ö^e beö A ABC, fomit \l^ 

(CD S) X AB unb ba^er C D S i_ (A S B) \ 

Saucrbecl, ©tereomettie. 8 



lU 



Xa^ $te(fant unb bie ^ugel. 



Stg. 124. 



b. 1^. bie brüte ^ö^enebene (CDS) = h'' ge^t burc^ bie ec^nittgerabe SH bcr 
beiben anbeten. 

Seroeiö für bie 2^ranöt)erfa(en : Sd^neibe auf ben Äanten t)on ber ©pi|e 
beä 2)reifant§ a\x^ gleid^e ©tredfen ah unb benü^e für baö 2)reiedf ber ßnb^ 
punfte ben 3^rant)erfalenfa|. 

Seroeiä für bie SBintell^albierenben : Sielte 71). 

93en)eiS für bie ^Rittellote ä^nlid^ bem für bie 2^ranöt)erfalen. 

33eifpiele. 

199. 1. 2lufgabe: ^^^ei geg. roinbfc^iefe ®erabe burd^ eine brüte ®erabe 
fo ju fd()neiben, ba^ biefe mit ben erfteren t)orgefd^riebene Söinfel bilbet. 

XY fei bie gefud()te ©erabe, roeld^e bie 
geg. ©eraben g unb h unter ben SBinleln cp 
unb yj fd^neibet. 3^^^^ i^wrd^ X bie parallele 
h' ju h, fo ift <^ h' g ber SBinf el ber geg. 9Binb= 
fd^iefen unb <^ h'XY = <^ i//, alä innere 
2Be^felroinfeI. S)a§ 35reifant bei X ift fomü 
einbeutig beftimmt burd^ feine brei Seiten cp, 
yj, <^ gh. Ermittelt man ba^er in einer 5Reben= 
§eid^nung biefe§ S)reifantä (gatt 1) ben 2Binf el & 
an ber Äante g, fo l^at man, mü ^ilfe einer 
gu g fenfred^ten Äeilrainlelebene , burc^ g eine 
Sbene ju legen, raeld^e mü ber burd^ g l^ ^ 
parallel gelegten Sbene (gh') eben biefen <i:i> 
einfd^liefet. 2)iefe ©bene trifft h im ^unft Y. SSon Y auö giel^e man bie @e= 
rabe YX bejm. YX^ unter <^(p naä) g. 




Sig. 125. 



200. 2. Slufgabe: 2)urdf) einen geg. $un!t P eine ©erabe gu giel^^n, 
meldte mit jroei geg. 6:benen t)orgefd^riebene SBinfel cp unb \p bilbet. 

^älle oon P auf bie geg. ©bencn bie 
Sote, fo fd^lie^en biefe baö Supplement beä 
<^ & ber geg. Sbenen ein unb e§ entfielt bei P 
ein S)reifant, baä burd^ feine brei ©eiten 
90 — (p, 90 + 1/7 , 180 — 1^- einbeutig Be= 
ftimmt ift. (Sine Seitenebene, bie Ebene ber 
beiben Sote, liegt feft. Segt man bal^er burd^ 
biefe Sote bie beiben (Bhmzn, toeld^e mü ber 
feften Seitenebene bie au§ ber 3?ebenfigur be§ 

2)reifantg gefunbenen 2Binfel bilben, fo ift beren Sd^nittgerabe, bie ©egenfante 

ber feften Seitenebene, bie gefud^te ©erabe. 

201. 2)er 33egriff beg fpl^ärifd^en 2)reiedEä ift wegen ber ßinfd^ränfung, 
bafe bie Seüen ©ro^reiäbögen fein muffen, ein eng gezogener. 3Benn eä mög^ 




^od SSielfant unb bie jlugel. 
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lic^ ift, auf bcr Äugelfläd^e aujjcr bcn (Sro^ftcifen anberc Ärcifc ju jcid^ncn, fo ift 
ganj allgemein jebeä t)on Sugelfreiöbögen gcbilbete 2)reiecf als fp^ätifd^eä 2)retecf 
^u bejet^nen. 

©d^neibet man ballet bie Äugel, ba Greife, alfo ebene Äuroen gefud^t 
werben, burd^ eine beliebige ßbene unb oerbinbet brei ober mel^r fünfte A, B, C . . . 
ber entfte^enben fteten Schnittlinie mit bem Äugele 
mittelpunft unb bem ^u^punft F beä von auf Sig. 126. 

bie ©d^nittebene gefällten Soteä, fo flnb bie entfteJ^en-- f 

ben rec^troinfligen S)reiedfe longruent, ba fie ben Äugeis 
l^albmeffer jur §ppotenufe unb OF jur gemeinfamen 
Äatl^ete l^aben: 

AAFO^ABFO^ACFO... 

— ftelle ben ÄleinfreiS burd^ 2)rel^ung um D E fenf ^ 
red^t pr Qitnt beö 5ßapierS, bann fommen A', B', C 
in bie Sage oon A, B, C — %iQ^. 126, fomit 

AF= BF =CF=...«AO) 
b. f). 

©a^: 2)cr Sd^nitt einer ÄugeIfIädS)e mit einer beliebigen ßbene ift ein 

Äreig, beffen 3Jlittelpunft ber ^ufepunft beä tjom Äugelmittelpunit auf bie Sd^nitt= 

ebene gefällten SoteS ift. 

grage: ^n mieoiel fünften trifft eine ©erabe eine Äugelfläd^e? Sege 
burdd bie ©erabe eine beliebige, bie Äugel fd^neibenbe ßbene! 

202. Äugell)albmeffer R, ÄleinlreiS^albmeffer r unb ©ntfernung k bcr 
Äreiöfd^nittebene oom Äugelmittelpunft ftel)en in ber 33ej\ief)ung : 

3e Heiner ber 2lbftanb ber ©c^nittebene oom Äugelmittelpunft, befto größer ber 
©d^nittfreiä unb umgefel^rt. 3Scrbinbct man ba^er einen ^unft Q innerl^alb ber 
^ugel mit bem Äugetmittelpunft 0, fo l^at unter allen Ebenen burd^ Q bie gu Q 
fenfred[)te ben größten älbftanb k unb erjeugt ba^er ben ffeinften ©d^nittfreiä. 
Q ift aWittelpunft beäfelben. 

%ixx k = R fc^rumpft ber ©d^nittfreiä in einen ^unft P bcr Äugelfläd^e 
gufammen. 2)ie ©dEinittebene mirb |\ur Serül^rungöcbene unb ftel^t im ®nbpunft 
beö jum Serül^rungöpunft P gezogenen §albmeffcrö auf le^terem fenfred^t. 

^ür k = mirb ber ebene ©d^nitt ein ©ro^reiä. 

@a$: 2)er groei fünfte ber Äugelfläd^e oerbinbenbe ©rofefreiäbogcn ift 
ber fürjefte 3Beg auf bcr Äugel j\n)ifd^en ben beiben fünften, benn 

1. oerläuft er in einer hnxö) jene fünfte gel^enben Sbene, 

2. I^at er, xotnn man burd^ bie Äugelf el^ne, weld^e bie fünfte Dcrbinbet, 
alle möglid)en @benen legt, unter fämtlid^en entftel^enben ©d^nittlreifen 
ben größten ^albmeffcr unb bal^er bie fleinfte Krümmung. 
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Man bcjcid^nct bcn fürjcften 2Bcg jroifdicn ^roci fünften ber Äugclpdje 
anä) afe beten fpl^ärifd^e ©ntfernung. 

2)er ben fürjeften 2Beg jum SoHfreiä ergänj^enbe ©roPreiöbogen ftcllt 
ben längften 2Beg bar, erfterer ift f leinet als ein l^alber ©to^ftciä (< 180"), 
leitetet gtö^er (> 180®). 

203. gig. 126: OF = k tteffe, beibetfeitä üetlängert, bie Äugelffäd^c in bcn 
®egenpun!ten P unb P'. S)et jut Äleinfteiäebene fenlted^te 2)utd^meffer PP' 
l^ei^t 3ld^fe beä Äleinfteifeä, bie (Snbpunfte beS 2)utci^meffet§ finb bie 5ßoIe bcs^ 
felben. 3)ann ift 

A PTA r? A PPB ^, A PPC . . . 
fomit 

PA = PB =PC = .. . 

ballet finb audji, ba ju gleid^en ©eignen gleid^e ©toPteiSbögen gel^ören, bie ^utn 
ÄleinfreiS fenfred^ten ©rofefteiäbögen jenet ©eignen gleid^: 

Sogen PA = Sogen PB = Sogen PC 
fomit 

©a^: 2)ie $ole eineä 5lugelfdE)nittfteifeä l^aben t)on atten ^JJunften beö- 
felben gleiche getabe unb gleid^e fpl^ätifd^e ßntfetnung. 

3n§befonbete ift bie getablinige ®ntfetnung beS ^oI§ vom 3lequatot \/^.K, 
bie fpl^ätifd^e 90**. 

Sluf ber Äugel ift fomit, innetl^alb bet Stengen unb 2R für bie Si^^'- 
Öffnung, ber ©ebraudji be§ S^xM^ ebenfo unbef d^ränlt , roie in ber ßbene, fo 
ift g. S. bie S^i^i^wng eineä fpl^ärifd^en 2)reiecf§, ol^ne 3wi^ilfenal^me beä Srei- 
lantä, unmittelbar auf ber Äugelfläd[)e genau fo auäfül^rbar, mie biejenige eines 
2)reiecfg ber Ebene. 2)ie geg. SBinfel, ©eiten, §öl^en u. f. f. werben burc^ 
il^re ben ©d^enfeln R jugel^örigen Sögen gemeffen. S)iefe Sögen finb auf ben 
mit 3irf^l6Wi^wtxg l/ 2^R befd)riebenen, entfpred^enben Stequatorbögen abzutragen. 
Äugelfreife werben um beren $ole al§ fpl^ärifd^e 3Jlittelpunfte befd^rieben ; ge- 
möl^nlid^ mä^lt man ben $ol, beffen fpl^ärifd^e ©ntfernung <: 90 ° ift. 

204. Sluf gäbe: Son einem beliebigen ©tue! einer Äugelf d^alc ben 
Äugell^albmeffer gu ermitteln. 

SBäl^le auf ber ©d^ale einen 5ßun!t P fo, ba^ eä möglid^ ift, um il^n als 
$ol mit beliebiger 3irfelöffnung P A = a einen ftugellreiS ober menigftcnS einen 
2^eil eines fold^en §u befd^reiben. Ueberträgt man ein beliebiges, bem ÄreiS ein- 
befd^rieben gebadetes AB CD burd^ 2lbftedEen ber ©ntfernungen ber ©rfpunfte 
(3Jleffen ber ©eignen) mittels beS 3irf^f^ i^ ^^^^ beliebige ä^^^'^wngSebene, fo 
erfd^eint ber ÄugelfreiS als UmfreiS beS übertragenen 5DreiedPS. 2)er ^albmeffer 
beSfelben FA = p als §ö^e unb bie urfprünglid^e 3irf^Iöffnung a als Äatl^cte 
beftimmen ein red^troinlligeS A P AP', beffen ^ppotenufe PP' ber gefud^te Äugcl- 



^aS ^iellant unb bie JtugeL 
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burcf))ncffer ift. gig. 127: Stelle ben fi(einfrei§ burd) 
25re]^ung um AF fenfrcd^t jur @bene beS ^apierö. 
2llge6raifc^ bered^net fid^ R auä 

ober 



/^ 



a^zir 1/ a^— /j2, 2R 



morauS 



2R 



a 



a 



^\/ä*-(> 




^rage: 2öie l^ätte man mittele eines 3^^^!^ ju 
unterfud^en, ob bie Sd^ale mirllid) einer Äugel ans 
gel^ört? Sfntroort: 

1. 2)er Swnenranb eineä bünnen, fteifen ÄartonS, auS bem eine freiörunbe 
Ceffnung auägefd;nitten ift, mufe fid^ in allen Sagen ber ©c^ale genau 
anpafjen. 

2. Sefc^reibe um eine beliebige Slnjal^l fünfte ber ©d^ale atä 5ßo(e Suroen 
mit berfelben 3ii^^clöffnung unb benfe fid^ jeber berfelben ein beliebiges 
S)reied einbefd^rieben. Ueberträgt man biefe üerfd^iebenften Dreiedfe in 
eine B^i^wungäebene, fo mu^ bei allen ber ^albmejfer beä umfd^riebenen 
Greifes übereinftimmen. 

23erg[eid[)e bie SSermenbung beS Spl^ärometerS in ber ^^gfil ^ur 33eftimmung 
be§ Ärümmungäl^albmefjerS fpl^ärifd^er Sinfen. 



205. %\xx biejenigen fp^ärifdfien 3)reiedEe, beren Seiten 5tleinfreiöb5gen 
finb, ift ber Äugelmittelpunft nidjt mel^r bie <2pi|e beä gugel^örigen 2)reifantS; 
bie SBinfel be§ festeren finb oon benen oerfc^ieben, unter meldten fid^ bie Älein* 
freife fd^neiben u. f. f. 33ie Setrad^tung biefer 2)reiede ift bal^er weniger einfad^ 
unb an biefer Stelle auögefdfiloffen. 



pie Geometrie auf bex ^itgef. 

206. 2)a bie (Sbene a(g Äugel oon unenblid^ großem ^albmeffer unb bie 
©eraben ber Gbene als Greife biefer Äuge! betrad^tet werben (önnen, fo finb bie 
Sä^e ber ebenen ©eometrie jroifd^en 5lreifen unb ©eraben als SonberfäHe att« 
gemeinerer Sä|e jroifdEien Greifen einer .^ugelfläd^e mit enblid;em §albmeffer 
auf^ufaffen. 

2)iefe ©eometrie ber Äugel erfd^öpfenb gu bel^anbeln, b. 1^. für jeben Sa^ 
ber Gbene ben entfpredienben für bie Äugel auf^uftellen, mürbe ju meit fül^ren. 
2)en bereits bel^anbelten ^läd^enfä^en 143) u. f. f. mögen im nad^ftel^enben nod^ 
einige gur Söfung fpl^ärifd^er 2)reierfSaufgaben l^äufig benü|te Sä^e angegliebert 
werben. Sd[)n)ierigere 3(uf gaben über fpl^ärifd^e 2)reiede werben meift trigono; 
metrifd^ bel^anbelt. 
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207. ©trocitert man bic ®6cnctt bcr §ö^en, J^ranSocrfarcn u. f. f. cineö 
3)reifantS Biä jum ©d^nitt mit ber ^läd^c beS jugcl^örigcn fpl^ärifd^en 35reiecfö, 
fo cntftcl^ett bie fpl^ärifd^cn ^öf)tn u. f. f. beä leiteten, fomit gemä^ 198) 

®a^: I)ic fpl^ärifd^ctt §ö^en, S^ranäoerfalcn, TOittcUotc, aBinfcH^albicr- 
enbcn u. f. f. cincä fpj^ärifdjiett 2)rciccfä fd^neibcn fid^ in je einem $un!t. 

I)a j\u gleichen 3^»itrin)infeln (Stad^meiS berfelben mittels 3)reifanten unb 
fongrucnter red^troinHiger 2)reiedfe) gleid^e Sögen gel^ören, fo folgt 

Sa$: Der ©d^nittpunlt ber fpl^ärifd^en SKittellote eineä fp^ärifd^en SJrei- 
edfä ift fpl^ärifd^er SKittelpunIt beS UmfreifeS beSfelben. 

©a|: Die t)ier ©d^nittpunfte ber fed^S fpl^ärifd^en SBinfell^albierenben 
eines fpl^ärifd^en Dreiedfä finb bie fpl^ärifd^en SDlittelpunfte bc§ S^^^^^if«^ wnb 
ber brei Stnfreife. 

3)a bie ßbenen, meldte bie ©dE^nittgeraben ber SBinfel^albierenben eines 
2)reifantä auf bie Seitenfläd^en beS le^teren projizieren, bie Äugelfldd^e nad^ ben 
fpl^ärifd^en ^albmeffern gu ben SSerül^rungSpunften be§ 3inIreifeS unb ber äln* 
freife beä zugehörigen Äugelbreiedfg fd^neiben, fo folgt 

©a^: Die fpl^ärifd^en ^albmeffer ^u ben Serül^rungäpunften beS Snfreifes 
unb ber 2(nfreife eines fpl^ärifd^en DreiedfS ftel^en fenfred^t auf ben ©eiten 
beöfelben. 

Seifpiele. 

208. 1. Slufgabe: ^xi einem beliebigen ÄugelfreiSbogen baS fpl^ärifc^c 
gjlittellot ju geid^nen. 

93efdf)reibe um bie (Snbpunle beS geg. ÄreiSbogenS mit bemfelben beliebigen 
§albmeffer jmei fid^ in C unb D fd^neibenbe Greife, unb um biefe 5ßunfte roieber 
Greife mit ^albmeffer \/2'R, bie fid^ in ben ^o(en beS gefudEiten SKittellote 
treffen. Der ÄreiS um irgenb einen biefer $oIe mit ^albmeffer \/2'R ift bcr 
gcfud^te. 

2. Slufgabe: SSon einem beliebigen ^Punft P ber Äugcl auf einen be= 
liebigen ÄugelfrciS baS fpl^ärifd^e £ot ju fäHen. 

Sefd^reibe um P mit beliebigem §albmeffer einen ^reis, ber ben geg. 
Äugelf reis in jroei fünften trifft; um biefe fünfte roieber Äreife mit beliebigem 
gleid^cm §albmeffer, bie fic^ in einem $un!t Q fd^neiben mögen, bann beftimmen 
bie Äreife um P unb Q mit ^albmeffer \/2 R bie ^ole beS gefud^ten fpl^ärifc^en 
SotS u. f. f. 

3. Slufgabe: Den 2öinfel gmeier ©rofefreife ju l^albieren. 

Sefd^reibe um bie ©pi^e A beS geg. SBinlelS mit beliebigem §albmej)cr 
einen SreiS, ber bie ©d^enfel in B unb C trifft ; um biefe fünfte mieber Sreife 
mit gleid[)em beliebigem §albmeffer, bie fid^ in einem ^unft D treffen, bann be= 
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ftimmcn bic Äreife um A unb D mit §aI6meffcr \"TR bie 5ßoIc als fp^ärifdf^e 
a)littclputtlte u. f. f. 

35ie angeroanbtcn SSerfal^ren cntfprcc^en fomit üoUfommcn benen ber &btnt\ 
cbenfo rocrbcn bie Serocife geführt, mit §i(fc cntfpred^cnb gleid^cr fpj^ärtfdjicr 
^rcicrfc. 

209. 4. Slufgabc: Sluf einer Äugel t)om §albmeffer R ein fpl^ärifd^eä 
2)reiecf gu jeid^nen auä einer Seite a, bem §albmeffer r beS Umireifeä unb <^/9; 
furj : ®eg. Kugel R, I)reiecf auä a, r, /?. 

2)ie gu ben ©d^enfeln R gel^örigen Sögen ber brei geg. SBJinlelgröfeen 
feien a, r, /? unb werben burd^ il^re Seinen gemeffen. 

3^ragc auf bem, um einen beliebigen $unlt P ber Äugelfläd^e als 3Rittel= 
punit mit 3irfclöffnung v^^^R befd^riebenen äequator ben Sogen BC = a ab. 
Sefd^reibe um ben einen ber beiben fünfte 0, in benen fid^ bie um B unb C 
mit 3irf^fweite r gejeid^neten Greife treffen, ben UmlreiS mit ^albmeffer r unb 
trage auf bem um B mit ^albmeffer \/2'R befd^riebenen Slequator, t)on beffen 
©d^nittpunft D mit BC auS, ben Sogen DE = /? (bejro. DE') ab, fo ergiebt 
fid^ edte A (bejm. A') als ©d^nitt beS UmfreifeS mit ©ro^freiS BE (bejm. BE'). 
©ro^reiS AC (btixv. A'G) t)ollenbet baS gefud[)te 2)reiei. 2)ie 3^i^^wng t)on 
©ro^reifen erforbert guoor bie Seftimmung ber $ole als fpl^ärifd^er 3Rittelpunfte 
mit §ilfe ber Greife t)om ^albmeffer \^2'R. 

S)ie Söfung ift einbeutig, benn A A B C entfpred^enb gleid^ A A' B C. 

210. © a ^ : 2)ie beiben Don einem ^unft einer Äugelfläd^e an einen ÄreiS 
berfclben gezogenen fpl^ärifd^en 2^angenten finb gleid^. 

Serbinbe ben Äugelmittelpunft mit bem geg. $un!t P bis jum ©d^nitt 
in Q mit ber ßbene beS ÄreifeS. 2)ie von Q an le^teren möglid^en gerablinigen 
S^angenten QA unb QB beftimmen mit QO groei ©rofefreiSebenen, meldte bie 
-Kugel nac^ ben, ben KugelfreiS in A unb B berül^renben ©ro^reifen, ben fogen. 
fpl^ärifd^en S^angenten, fd^neiben. Um biefe ju j^eid^nen, 
beftimme man juoor il^re $ole mittels ber Greife um , "^ö- 128. 
P unb A begn). P unb B mit ^albmeffer \ ' 2"R. 

2luS 

AOQA^AOQB folgt <^OQA = <^OQB 

fomit 

APQA^APQB bal^er PA = PB 

unb fomit 

Sogen PA = Sogen PB. 

©a|: ®ie fp^ärifdEje Xangente fielet fenfred^t auf bem fpl^ärifd^en §alb-- 
meffer gum Serül^rungSpunft. 

2)a gemäjj 203) fpl&ärifdE)er §albmeffer unb KugellreiS aufeinanber fenf* 
red^t ftel^en, festerer aber mit ber fpl^ärifd^en 2^angente bie gerabe 2^angente QA 
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gemein f)at, fo [teilen tJ^atfäd^Iid^ bie an fpl^ärifd^e 3^angente unb fpl^ärifd^en ^ali- 
meffer im S3erül^rung§punft A gezogenen geraben Tangenten aufeinanber fenlted^t. 

211. 3lufga6e: @eg. Äugel R. (Sin fpl^ärifd^eä 2)reiecf §u jeid^nen aus 
b, h, (;. 

SBeftimme bie ju ben ©d^en!eln R gel^örigen 3irfcltt)eiten ber geg. 3BinfeI-- 
grölen. 

Seidene mit Deffnung 1/2 R jmei ju einanber fenfred^te ©roPteifc, bie fid^ 
in D fd^neiben. 3eber berfelben l^at feinen SKittelpunft auf bem Umfang bcö 
anbeten, ©inb P unb Q biefc SKittelpunfte , fo trage man DA = li auf DP 
ah, befd^reibe um ben ©nbpunft A mit b einen Äreiö, ber QD in C (bejm. C) 
trifft. 2)ie Greife um A unb C mit l/2'R beftimmen ben ^ol be§ ©ro^reifeS'A C. 
2)ie ^ßaraHellreife gu Q C im fpl^ärifd^en Slbftanb q — fpl^ärifd^er 3)JitteIpun!t P 
unb ^albmeffer 90 ± (> — finb geometrifc^er Ort für ben SKittelpunft be§ 3"' 
freifes unb werben von bem, <^ ACD l^albierenben ©ro^reiä im gefud^ten SJJittel- 
punit gefd^nitten. 3^^^^ ^^^ A auö an ben ^nfreis bie fpl^ärifd^e Tangente AB. 
atnjal^l ber Söfungen? 

212. Sa^: Sämtlid^e in einen Äugelf reiä gelegten ©roPreisbögen von 
gleid^er Sänge, fogen. fp^ärifd^e Seltnen, fd^neiben ben Äugelfreiö unter bemfelben 
SBinfel unb werben in il^ren SKitten t)on einem ju biefem ÄugelfreiS. fonjentrifd^en 
Äugelfreiö berül^rt. 

Ober: ©ämtlid^e fünfte einer Äugelffäd^e t)on ber (Sigenfd^aft , ba^ bie 
üon il^nen an einen geg. Äugelfreiö gelegten fpl^ärifd^en Sangenten gleid)e Sänge 
l^aben ober benfelben SBinfel einftfilie^en, liegen auf einem fongentrifd^en Äugelfreio. 

SSeroeiä mie in ber @bene mittels entfpred^enb gleicher (fongruenter) 
fpl^ärifd^er 3)reierfe. 

212a. 2)iefer ©a| geftattet eine einfädle Söfung ber 

Slufgabe: 3Son einem $un!tP einer Äugelfläd^e eine fpf)ärifd^e J^angente 
an einen Äleinfreiä mit fpl^ärifd^em 9Kittelpun!t K §u ^iel^en. 

S3efd^reibe um K ben fonj^entrifd^en Äugelfreiö burrf) P unb fäHe auf il^n 
von K baä fpl)ärifd^e Sot KD. !trage auf bem lonjentrifd^en Äreiä Sogen 
DP' = Sogen DP ah, fo ift ber burd^ P unb P' gelegte ©ro^reis bie gefud^te 
fpl^ärifd^e 3^angente. 

C^ne Senü^ung be§ Sa^eö 212) finbet man ben fpl^ärifc^en 3Kittelpunft 
ber fpl^ärifd^en S^angente an ben Äugelf reis, beffen fpl^ärifd^er ^albmeffer o® be» 
tragen möge, mittels ber Äreife um ben geg. $unft mit ber ju <i: 90^ unb um 
ben fpl^ärifd^en 5!Kittelpunft K beS geg. ÄreifeS mit ber gu <^ 90 — (> gel^örigen 
Seltne als ^i^f^f^eite. Sd^enfellänge R oorauSgefe^t. 3"^^^ Söfungen. 

213. Sa^: 2)er ©ro^reis, beffen (Shzm burd^ bie Sd^nittgerabe ber 
ßbenen gmeier beliebiger Äleinfreife gel^t, ift Crt aller fünfte oon ber ©igen- 
fd^aft, bafe i^re an biefe Äleinfreife gelegten fpl^ärifd^en SCangenten gleid^ finb. 
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Svgenb ein §albmcffcr OP bcö ©roPrcifcä treffe oerlängert bie ©d^nitt-- 
getabe ber Ä(cin!reife in Q, fo folgt, wenn A, B, C, D bie SerüJ^runggpunfte 
ber t)on Q an bie Äleinfreife gejogenen geraben SJangenten finb, ba^ 

AQOA^ AQOB^ AQOC^ AQOD 
fomit 

<^POA = <^POB = <^POC = <^POD 

unb balier ju gleid^en S^^t'^iwi^^^Iw gleid^e ©ro^freiäbögen als fpl^ärifd^e 2^am 
genten. 

3ugleici^ ergiebt bie Äongruenj, ba^ 

QA = QB = QC = QD 

b. ^. 

Sa|: 2)ie 3^angenten von einem $unlt an eine Äugel finb gleid^. 

214. Sa^: Sllle fpl^ärifd^en 2)reiecfe, bie einen SBinfel unb ben ber 
©egcnfeite anbefd^riebenen ÄreiS gemein l^aben, l)aben benfelben Umfang. 

SSemeiö mie in ber Gbene mittele 210). 

215. ©a|: 3llle fpl^ärifd^en 2)reiecfe, bie einen SBinfel unb ben ein^ 
befcfiriebenen ÄreiS gemein l^aben, l^aben benfelben Ueberfd^u^ ber ©umme ber 
jwei, ben SBinfel einfd^liejjenben Seiten über bie britte. 

gig. 129: S)ie 2^angentialabfd;nitte u ber Seiten b 
unb c änbern fid^ iü ber Seroegung ber britten Seite 
nid^t, bal^er, mit S3enü^ung t)on 210) 

c — u-f~b — u = a 
woraus 

b + c — a = 2u = f onftanä 

b. l), unoeränberlid^. 

216. Sa^: Sllle fpl^ärifd[)en 2)reiedfe, meldte bie 
©runbfeite unb ben Umireig gemein l)aben, l^aben ben^ 

felben Ueberfd^u^ ber Summe ber 2i8infel an ber ©runbfeite über ben SBinfel 
an ber Spi^e. 

gig. 130: Sitf)t man bie fpl^ärifd^en ^albmeffer nad^ ben Grfen, fo bleibt 
^ BOG = d ungeänbert, ebenfo bel^ält A B C, unabl^ängig oon ber Semegung. 
ber Spi^e A, feinen gläd)enin^alt f, baljer gemä^ 143) 

f (/9 — (p) + Ö + (r — itj) — 180 
F ~ 720 

_ ß + r — i'f + vO + s — 180 

"" 720 

~ 720 

woraus 

f 
/9 -i-r — cc = ^ . 720<> + ISO^' — ö = lonftanS. 
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217. Sa$: 3!)cr gcomctrifd^e Ort bcr ©pi|cn A attct fläd^engleid^cn fpl^äri- 
f<^ett 3)rciecf c über betreiben ©runbfeitc B C ift ein burdi bie ©egenpunftc B' C 
gefienber Äleinfreiö. 

©eg. A ABC. 5Der Sa$ ift beroiefen, foBalb für biefeS I)reiecf, wenn 
feine @pi|e A fid^ auf bem ÄleinIreiS AB'C bewegt, ber fpl^ärifd^e (Sjje^ € 
fidjl nid^t anbert. 

5Da ber Äleinfreiä AB'C Umfreiä beS fp^ärifd^en A AB'C ift, unb bie 
©runbfeite B' C biefeS 2)reiedfä feft bleibt, fo befte^t jroifd^en ben 3BinfeIn bicfeS 
2)reiecfä <^ /9' unb <^ / an ber ©runbfeite unb <^ B' AC = BAC = <^ « 
an ber raanbernben ©pi^e, gemä^ 216) bie Sejiel^ung 

/?' + r' — a = k = fonftanS 
ober ba 

^' = 180 — /? 

/ = 180 — ;/ 

360 — (a + /^^ + ;') = k 
roorouö 

« + /^ + / — 180 = 180 — k 
b. 1^. 

€ = fonftanä. 

Äommt bie ©pi^e A einer ber ©egenetfen, etwa B', unenblid^ nal^e, fo 
berü[)rt bie Sogenfeite AB ben ÄleinfreiS in B', baä fpf|ärifdjie 3)reiedf gel^t in 
ein fläd^engleid^eä fpl^ärifd^eä 3w>ßi^^ über, beffen Söinfel ber <^ « bcS Äleins 
Ireifeä mit ber ©runbfeite BC ift. 3)al^er, roenn f bie gläd^e beS fpl^ärifd^en 
®reiedf§ unb F bie ganjc Äugelfläd^e ift, 

f _ fij 
F ~ 720 

b. 1^.: 2)er SBinfel beä Äleinfreifeä, be§ Drtä ber ©pi|en aller fläddengleid^en 
fpl^ärifd^en 2)reiedPe, mit ber feftliegenben gemeinfd^aftlid^en ©runbfeite ift ber 
unoeränberlid^e fp]^ärifd[)e ©jje^ ber DreiedPe. 



218. ®a^: 3)aS SRed^tedf au§ ben Stbfd^nitten aller, burd^ benfelben $unft 
innerl^alb iziw. aujerl^alb einer Äugelfläd^e gezogenen ©eignen bejm. Scfanten 
ift unoeränberlidE). 

Seroeis : Sege burd^ je jroei aufeinanber folgenbe Seltnen ober burd^ jcbe 
©e^ne unb ben Äugelmittelpunft eine (^htm, fo folgt ber ©a| auö bem gleid^- 
lautenben ber ®bene für jeben ber entftel^enben ©d^nittfreife. 

SBirb oon jroei fidf) fd^neibenben ©efanten burd^ ^rel^ung um ben ©d^nitt- 
punft bie eine gur 2^angente, fo folgt alä ©onberfall 

©a^: 2)a§ Quabrat über ber 2^angente ift gleid^ bem Sled^terf auS ben 
2lbfd^nitten ber Sefante. 
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Sugleid^ crgiebt firf) anä) l^ietauä wieber bie frül^er fd^on beroiefene ©leid^^ 
l^cit ber Kugeltangenten von einem ^ßunft auä. 

Seifpiele. 

219. 2lufga6e: 35urci^ brei geg. 5Punfte eine Äugelfläd^e ju legen, bie eine 
geg. ©erabe berül^rt. 

S)ie 2^angente t)om Sd^nittpunft Q ber geg. ©eraben unb ber @6ene ber 
brei ^Punfte an ben burc^ le^tere gelegten ÄreiS giebt ben lonftanten Slbfd^nitt 
alfer Äugeltangenten beS ^PunltS Q. 3^rage benfelben ba^er auf ber geg. ©eraben 
von Q an^ (jroeimaO ob unb errid^te im ßnbpunft bie jur ©eraben fenfred^te 
@bene, fo trifft [entere baä im SKittelpunft beS ÄreifeS ber brei fünfte auf beren 
Qbmt errid^tete £ot im gefud^ten Äugelmittelpunft. Söfungen? 

220. 2lufgabe: SSon einem ^unft P au^erl^atb einer Äugel an biefe eine 
Serül^rungggerabe ju jiel^en. 

Sege burd^ P unb ben Sugelmittelpunft eine 6bene, fo l^at bie von P 
an ben entftel^enben ©ro^reiä gezogene 2^angente PA nur ben Serül^rungäs 
punft A mit ber Kugel gemein, ift bal^er bie gefud^te 2^angente. ainjal^l ber 
Söfungen? 

2)urd^ 2)rcl^ung beä ©ro^reifeS um bie Sld^fe P erl^ält man bie unenbs 
lid^ ©ielen von P an^ an bie Äugel möglid^en 2^angenten, jugleid^ folgt mieber 
bie ©leid^l^eit ber 2^angentenabfd^nitte. S)iefelben bered^nen fid^ auS PO = a 

unb bem Äugell^albmeffer R ju 

t = l/a2 — R2 

S3ei biefer 3)rel^ung befd^reibt ber S3erü^rungäpunft A einen i^u P f enl-- 
redeten KleinfreiS, ba^er 

®a|: Ort ber S3erül^rungSpunfte affer t)on einem $unft an eine Kugel 
gezogenen 2^angenten ift ein jur ßß^t'^^^f^ iik^t^ ^unftö fenfred^ter Kleinfreiö. 

(Sä ift nid^t nötig, au8fd^lie|lid[) ©ro^f reife für bie Söfung biefer Stuf gäbe 
^u benü^en. Segt man burd^ P eine beliebige Qhtm, n)eldS)e bie Kugel nad^ einem 
Kleinfreiä mit 9Jlittelpun!t C fd£)neibet, fo finb bie an le^teren gejogenen 2^angenten 
PX unb PX' ebenfaffö Kugeltangenten. Safe PX = PA, ergiebt fidj) au§ 

PX2 = PC2 — xc- 

= (a?— OC^) — (R?— OC^) 
= a?— R^ = PA2 

221. 2tufgabe: ©urd) eine geg. ©erabe eine Serül^rungöebene an eine 
Kugel gu legen. 

2)ie Slufgabe ift jurücfgefül^rt auf 65): 2)ie oom Kugelmittelpunft auf 
bie geg. ©erabe gefaßte Gbtnt fd^neibet biefe in einem $unft, t)on bem au§ an 
ben gugleid^ erjeugten ©rofefreiä bie STangenten ju jiel^en finb. Slnj^al^l ber 
Söfungen? 
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222. 31 uf gäbe: ^uxdS) brei geg. fünfte eine Sugelfläd^e ju legen, bie 
eine geg. ®6ene JS" berül^rt. 

35aä im SKittefpunft K beö Äreifeä ber brei fünfte auf beten @6ene er- 
rid^tete £ot ift geometrifd^er Drt für ben Äugelmittelpunft 0. Sebe burd^ btefeö 
Sot gelegte @6ene, alfo auii) biejenige burd^ ben ju fud^enben Serül^rungSpunft X 
ber Äugel unb ber geg. &Unt, ift ®roPreiäe6ene. ©elingt e§, ben ©ro^reis bcr 
@6ene (XKO) gu ermitteln, fo entftel^t burd^ 35re]^ung be§feI6en um irgenb einen 

2)urd^meffer bie gefurfjte Äugelfläd^e. 2)a 
(XKO) als &btm burd^ OK fonjol^t als 
burd^ XO jur 66ene ber brei fünfte unb 
jur geg. ßbene fenfred^t fte^t, fo ftel^t fie 
axifi) auf beren ©d^nittgeraben s fenlrec^t 
unb fdE)neibet J? nadf) einer 2^angente t in 
X an ben gefurfjten ©rofefreiä (140). gättt 
man bal^er von K auf s baS Sot KA, ba§ 
ben Äreiö ber brei fünfte in ben fünften 
U unb V trifft, fo fmb U unb V fünfte 
beg gefud^ten ©ro^freifeä , baS Sot t auf s 
in JS* mirb 2^angente unb man l^at bal^er in 
(SBene (KAt) nur nod; bie Slufgabe gu löfen: ®inen Äreiö ^u jeid^nen, ber 
eine geg. ©erabe t berührt unb burd^ groei geg. fünfte U unb V gel^t. S3enü^e 
l^ieju ben ©a^ über ba§ Quabrat ber SCangente. 3ln§al^l ber Söfungen? gig. 131: 
SKan benfe fid^ bie QUm ber brei fünfte (PQR) burd^ 2)rel^ung um UV 
fenfred^t jur (^Um be§ ^apierä gefteHt. 




^0t nnb "^otaxetent ber «Ängef. 

223. 2)ie ebene beg Äreif eö ber Serül^rungSpunfte aller oon einem $unft P 
an eine ^ugel gezogenen ^Tangenten l^eifet „^olarebene" unb P l^ei^t i^r „^ol". 
Segt man burd^ P alle möglidj)en Äugelfreiöebenen, fo folgen bie üon ber ebenen 
©eometrie l^er befannten (Sigenfd^aften oon $ol unb polare aud^ für ben Saum, 
bal^er 

©a^: 3)ie ^olarebene ber Äugel ift 

1. Drt für biejenigen fünfte aller ©efanten eineö 5ßolg, bie burd^ bie 
Äugelfläd^e oom ^ol l^armonifdf; getrennt finb, 

2. Crt aller polaren beä ^ßolö begüglid^ fämtlid)er ©d^nittf reife, beren 
QUntn hnxdi) ben $ol ge^en, 

3. Crt ber ©d^nittgeraben je groeier (^Unm, meldte bie Äugelfläd^e in äroei 
auf einer ©efante beS $olg liegenben fünften berühren, 

4. Crt ber Serül^rungöpunfte aller, oom $ol an bie ^ugel gelegten 3^an= 
genten unb Tangentialebenen. 
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224. ®afe ber ajlittel|)unlt K be§ ÄrcifeS bcr Scrül^rungSpunltc aller 
Äugcitangentctt tjon einem $unft P au^ ebenfalls als ^o( unb bte in P jur 
3entra(e PKO fenfred^te 66ene als jugel^örigc ^olarebene betrad^tet werben 
fann, ergiebt fid^ n)ie folgt: 

®ie in einer beliebigen ©ro^reigebene burd[) bie S^ntxak P auf festerer 
in P errid^tete ©enfred^te ift polare §u K. §ält man bei ber 2)rel^ung um bie 
3entrale gmei Sagen f unb g biefer 5ßoIare feft unb legt burd^ K irgenb eine 
ßbene, meldte biefe Sagen in X unb Y trifft, fo mirb XK forool^l aU YK burd^ 
ben entftel^enben ©d^nittfreiä l)armonifd^ geteilt, b. 1^. XY unb bal^er aud; jebe 
anbere, irgenb i^mei 5ßun!te t)on f unb g tjerbinbenbe ©erabe ift polare ju K, 
ober bie ganje &btr\z (fPg) ift ^olarebene ju K. 5Die ®ä|e 223) 1—3 be^ 
l^alten aud^ im oorliegenben %aü, ^ol K innerl^alb ber Äugel, il^re ©ültigleit. 

;gte)ie$ttngen imf^en me^xexen «^ugetit. 

225. 2)re]^t man j^roei fid^ fd^neibenbe Äreife nebft il^rer gemeinfd^aftlid^cn 
Seltne um bie 3^^trale beiber Greife aU Sld^fe, fo folgt 

Sa|: 2)ie ©c^nittlinie j^roeier fid^ fd^neibenber Äugeln ift ein Äreiö, beffen 
©bcne fenlred£)t gur S^^trale beiber Äugeln ift unb oon i^r im SWittelpunft ge-^ 
troffen mirb. 

3mei Äugeln fd^neiben fid^, xo^nn il^re 3ßntrale d <C R + r ober d > R — r, 
fie berül^ren \xä) oon au^en, wenn d = R + r, tjon innen, menn d = R — r. 

SBirb ber SKabiuS ber einen Äugel unenblid^ gro^, fo folgt ber ©a^ über 
ben ©d^nitt ber Äugel burd^ eine ßbene, mirb aud^ ber 9tabiu§ ber anberen un^ 
enblid^, fo folgt ber ©a^ über ben ©d^nitt groeier (Shtntn. 

§rage: Sn l^öd^ftenS mieoiel fünften fd^neiben fid; brei Äugeln? 

Slntmort: 3Wan ben!e fid£) bie Qhtnt beä ©d^nittfreifeä groeier Äugeln biä 
^um ©d)nitt mit ber britten Äugel erweitert u. f. f. 

226. 2tufgabe: @ine ÄugelflädEje mit geg. §albmefferR burd^ jraei geg. 
fünfte fo ju legen, ba^ fie eine geg. &hzm berül^rt. 

33efd^reibe um bie geg. 5ßunfte alä 9Jlittelpunfte mit bem geg. §albmeffer 
Äugeln, bie fid^ naä) einem ÄreiS fd^neiben mögen. Seftimme bie ©d^nittpunfte 
biefeä Äreifeg mit ben beiben ^arallelebenen jur geg. Gbtm im Slbftanb R. 
2lnja]^l ber Söfungen? 

226a. 2lu fg ab e: Um einen geg. ^un!t eine Äugel ju befd^reiben, bie 
3tt)ei beliebig geg. Äugeln nad^ gleid^en Äreifen fd^neibet. 

Sege burd^ ben geg. ^unlt unb bie SKittelpunfte ber beiben Äugeln eine 
ßbene, fo ift bie Slufgabe auf biejenige ber zbzntn ©eometrie gurüdgefül^rt : Um 
einen geg. $un!t einen Äreiö ju befdjreiben, ber gmei geg. Äreife nacS) gleid^en 
©eignen fd^neibet. 3Kan benfe fid^ ben einen ber Äreife um ben geg. 5ßunft ge^ 
brel^t, big bie ©eignen fid^ beden. 
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^ofenseBette, ^ofenjai^fe, ^oteuipnntit 

227. Siegt t)on jroci Ärcifcn bcr eine a) ganj innerl^alb, b) ganj au^erl^alS be§ 
anbeten, c) fd^neiben fie fid^, fo t)erläuft il^re ^otenjgerabe a) au^erl^alb, b) gn)if(^en 
ben Umfangen ber Greife, c) fie ift bie ©d^nittgerabe beiber Äreife. 3)urd^ 
3)rel^ung um bie 3^ntrale ber Äreife wirb bie ^ßotenggerabe ju ber j;ur S^t^^<^^^ 
fenfred^ten ^otenjebene jroeier Äugeln. 2agent)erl^ältniffe unb ©igenfd^aften ber 
^oten^geraben bleiben erl^alten für bie 5ßotenjebene; bal^er 

Sa^: 35ie 2^angenten von irgenb einem ^un!t ber ^otenjebene jroeier 
üugeln an le^tere fmb g(eid^. 

Cber: 2)ie 5ßotenjebene jmeier Äugeln ift Drt ber SRittelpunftc affer 
Äugeln, meldte biefe beiben red^troinffig fd^neiben. 

228. 35a bie ^otenjebene einer erften unb jmeiten Äugel biejenige biefer 
jroeiten unb einer britten Äugel nad^ einer ©eraben fc^neibet von ber ©igcnfd^aft, 
ba^ bie Stangenten von jebem il^rer 5ßun!te an äffe brei Äugeln gleid^ finb, fo 
mu^ aud^ bie ^otenjebene ber britten unb erften Äuge! burd^ biefe ®erabe gelten, 
unb ba bie QUm ber brei SDtittelpunfte, bie S^ntratebene, ju jebcr ber ^otenj- 
ebenen fenfrec{)t ftel^t, fo ftel^t fie aud^ ju beren Sd^nittgeraben fenfrec^t; bälget 

©a^: 3!)ie brei ^otenjebenen breier Äugeln fd^neiben fid^ nad^ einer jur 
3entra[ebene ber Äugeln fenfred^ten ©eraben, ber fogen. 5Potenjad^fe. 2)ie von 
einem fünfte ber ^otenj^ad^fe an bie brei Äugeln gelegten 2^angenten finb gleic^. 

Cber : 35ie ^otenjadjife breier Äugeln ift Drt ber SWittelpunfte affer Äugeln, 
meldte bie brei Äugeln red^troinflig fd[)neiben. 

229. 3^ritt ju ben brei Äugeln eine üierte, fo trifft bie ^otenjebene ber 
üierten unb einer ber brei Äugeln, etroa ber erften, bie $otenjarf)fe ber brei Äugeln 
in einem ^unft, von bem an^ bie 3^angenten an bie t)ierte unb erfte Äuget unb 
fomit an äffe üier Äugeln gleid^ finb. ®urd^ biefen ^unft gelten ba^er fämtlic^e 
^Potenjebenen unb ^otenjad^^fen ber vkx Äugeln, b. ^. 

Sa$: 2)ie fcd^g ^otenj^ebenen oon vkx Äugeln fdjneiben ftd^ nad; brei 
^otenjadjfen burd^ einen ^unft, ben ^oten^punft. 2)ie 3::angenten t)om Motens- 
punft an fämtlid^e vkx Äugeln finb gleid^, ober ber ^otenjpunlt t)on vitx Äugeln 
ift SKittelpunft einer Äugel, meldte bie vkx Äugeln red^trainflig fd[)neibet. 

230. SSertaufd^t man bie 3lbftänbe ber ^oten^geraben jroeier Äreife oon 
beren SKittelpunften, fo erl^ält man bie fogen. j^roeite ^otenjgerabe ber jroei Äreife 
unb burdE) 2)rel^ung um bie S^^t^ötß ^^^ fogen. jroeite ^otenjebene groeicr 
Äugeln. 35ie Sigenfd^aft ber jroeiten ^Potenjgeraben lautet auf bie ^mcite ^oten^^ 
ebene übertragen: 

©a|: 25ie groeite $otenjebene jroeier Äugeln ift Drt ber SJiittelpunfte 
affer Äugeln, meldte bie beiben Äugeln nad^ ©ro^freifen fd^neiben. 

3)iefelben Setrad^tungen mie 229) ergeben: 
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© a 1 : 2)ie brci jrocitcn ^otenjcbcncn breicr itugcln f d^ncibcn fid; nai) einer 
§ur 3Kitte(pun!t8ebene bet Äugeln fenfrcd^ten ©eraben ber jroeiten ^otenjad^fc ber 
brci Äugeln. Sie ift Drt ber 3)iitte[punlte aller Äugeln, roeldie bie brei Äugeln 
m^ ©ro^reifen fd^neiben. 

©a$: 3)ie fed^S jroeiten ^otenjebenen t)on »ier Äugeln fd^neiben fid) nad^ 
brei jroeiten $otenjad[)fen burd^ einen ^unft, ben jroeiten ^otenjpunft. @r ift 
5!Kitte(punIt einer Äugel, roeld^e bie »ier Äugeln nad^ ©ro^reifen fd^neibet. 

230a. Setrad^te, auögel^enb t)on ben entfprec^enben ©ä^en ber zitmn 
©eometrie, bie ©onberfätte ju 227—230, wenn einzelne Äugeln ^n fünften ju« 
fammenfd^rumpfen. 3Ran erl^ält eine SReil^e von ©ä^en, wie j. S3. 

2)ie ^otenjebene eines ^unltS unb einer Äuget ift Crt ber 3KitteIpunfte 
aller Äugeln, bie burd^ biefen ^unft gelten unb bie geg. Äugel red^troinflig 
frf)neiben u. f. f. 

230 b. Slufgabe: 2)en 5SKitteIpunft einer Äugel ju finben, raeldje burd^ 
jroei geg. 5ßun!te gel^t, bie eine tjon jroei geg. Äugeln red^tminflig fd^neibet unb 
bie anbere nad^ einem ©ro^reiö trifft. 

Söfung: 2)ie erfte ^otenjebene ju einem ber beiben 5ßunlte unb ber erften 
Äugel unb bie jmeite ^otenjebene jum felben $un!t unb ber gleiten Äugel 
fc^neiben fid^ nad^ einer ©eraben, bie von ber SJfittellotebene ber beiben geg. 
fünfte im gefud;ten SKittelpunlt getroffen roirb. 

231. 2)ie Slel^nlid^feitSpunfte jroeier in einer Qbzm liegenben Äreife bleiben 
Slel^nlid^IeitSpunfte ber burd^ Umbrel^ung um bie S^^^^rale entftel^enben Äugeln 
unb liegen gu ben SKittelpunften l^armonifdj^. Sie 2^angenten bejm. ^Tangential; 
titmn von einem ber Slel^nlid^feitäpunfte an bie eine Äugel berül^ren jugleid^ 
bie anbere, bal^er 

© a ^ : 3ebe ber unenblid^ fielen gemeinf d^af tlid^en Serül^rungSebenen jmeier 
Äugeln gel^t burd^ einen ber 3lel^nlidE)!eitäpunIte. 

232. Segt man burd^ bie 3Jlittelpunfte breier Äugeln bie (Sbene, fo liegen 
nad^ bem ©a^ t)on 3Jlonge bie fed()S 3lel^nlid^!eitöpun!te ber brei entftel^enben 
©ro^freife unb fomit aud^ ber brei Äugeln ju je breien auf vkx ©eraben ber 
3DlittelpunftSebene. 3)urd^ jebe biefer Dier Slel^nlid^feitSad^fen finb jmei 95erül^rungäi 
ebtmn an eine Äugel möglid[). 3lber jebe biefer ßbenen berül^rt gemä^ 231) 
aUe brei Äugeln, bal^er 

©a^: 3)rei beliebige fidE) nid^t fd^neibenbc Äugeln befi^en ad^t gemein^ 
fd^aftlid^e SBerül^rungäebenen. 

2lnjal^l ber SSerül^rungäebencn , menn gmei bejm. alle brei Äugeln fid) 
fd^neiben? 
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233. Sefd^rcibt man über bcm 2l6ftanb ber 2lcl^nKci^fcit§pun!tc irotkx 
Greife als 35urci^meffcr bcn 2lpottonifci[|cn Ärciö, fo folgt butd^ 3)rcl^ung um 
bie Stntxak: 

©a$: 35ie Stpoffomfd^c Äugel über bem Slbftanb ber Slel^nlici^Ieitäpunfte 
^meier Äugeln ift Drt aller 5ßunfte, von benen auS beibe Äugeln unter gleid^em 
@efici^t§rt)inlel crfd^einen. 

§at man brei Äugeln, fo ift ber ©d^ntttfreis ber 2lpoUonifci^en Äugeln 
jur erften unb jroeiten unb j^ur jroeiten unb britten ber geg. Äugeln Crt aller 
fünfte, oon benen auS fämtUdfje brei Äugeln unter gleid^en SBinfeln erfd^einen, 
bal^er mu^ ani) bie 2lpoIIonifd)e Äuget jur erften unb britten ber geg. Äugeln 
burd^ biefen ©d^nittlreiS gelten, b. f). 

©a^: 2)ie brei SlpoHonifd^en Äugeln breier beliebiger Äugeln fd^neiben ftd^ 
in einem Äreiä, oon beffen fünften auS alle brei Äugeln gleich gro^ erfd^einen. 

2:ritt eine oierte Äugel l^inju, fo trifft bie älpollonifd^e Äugel gur vierten 
unb erften ben Slpollonifd^en ©d^nittfreiä ber brei erften Äugeln in jroei 5ßunlten, 
burd^ meldte fomit fämtlid^e Slpollonifd^en Äugeln ber t)ier geg. Äugeln J^inburd^^ 
gelten, bal^er 

©a^: 35ie fed^ä älpoHonif d^en Äugeln ju oier geg. Äugeln fc^neiben fid& 
in jmei fünften, von benen auS atte oier Äugeln glei^ gro^ erfd^einen. 

^onienixifil^e ^n^etn. 

234. 2)urd^ ©rel^ung longentrifd^er Äreife um beftimmte Surd^meffer er= 
Qthtn fid^ folgenbe 93ejiel^ungen : 

1. 2)ie SWittelpunfte aller Äugeln oom geg. §albmeffer r, bie eine geg. 
Äugel vom §albmeffer R oon au^en bejm. innen berül^ren, liegen auf 
einer fonj^entrifd^en Äugel oom ^albmeffer R + ^ ^^^' ^ — r. 

2. 2)ie SJlittelpunfte aller Äugeln t)om §albmeffer r, bie eine geg. Äugel 
oom §albmeffer R naä) einem ÄleinIreiS mit §albmeffer q fd^neiben, 
liegen auf jroei fonjentrifd()en Äugeln mit ben §albmeffern i/R^ — />* 
± l/r^ — Q^. S^^^^^ biefen §albmeffer auö R, r, (), 

3. Crt aller fünfte, beren 2^angenten an eine geg. Äugel t)om §albmeffer R 
bie Sänge t l^aben, ift eine lonjentrifd^e Äugel oom ^albmeffer l-^R* + 1*. 
2)iefe Äugel ift jugleid^ 

4. Drt ber SKittelpunfte aller Äugeln, bie eine geg. Äugel red^tminflig 
fc^neiben (^albmeffer t), unb 

5. Crt aller fünfte, oon benen au^ bie Äugel unter gleid^en SBinfcIn 
erfd^eint. 

6. 2)ie Serül^rungäebenen an bie innere groeier fonjentrifd^er Äugeln 
fd^neiben bie äußere nad^ gleichen Äleinfreifen, beren 3Dlittelpun!te bic 
S3erül^rungSpunfte finb, ober 
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Drt für bic 3JtittcIpunftc aller glcid^gro^cn Älcinlrcifc einer Äugel ift 
eine lonjentrifd^e Äugel, roeld^ bie Äleinireife in beren 3Kittelpunften 
berül^rt. 

235. ©a^: S^be jroei fonjentrifd^e Äugeln fd^neibenbe 66ene fd^neibet 
einen ÄreiSring t)on unperänberlid^er gläd^e auä. 

Seroeiä: ®ie §albmef(er ber geg. Äugeln feien R unb r, biejenigen il^rer 
©d^nittlreife p unb g* unb ber älbftanb ber ©d^nittebene »om 5Kittelpunft ber 
kugeln k, fo ift bie ^läd^e F bed ÄreiSringS 

F = ;r(?* — 7t p'^ = ;r (R* — k») — ;r (r* — k«) 
= ;r (R« — r«) = fonftanS. 

236. aufgäbe: ®en 3Kittelpunft einer Äugel vom §albmeffer r ju finben, 
bie eine geg. Äugel berül^rt, eine jroeite red^troinllig unb eine brüte nad^ einem 
ÄleinfreiS t)ont ^albmeffer p fd^neibet. 

3SaS)U bie BRittelpunltdebene ber brei geg. Äugeln jur 3^^nungdebene 
unb befd^reibe in il^r nun bie 3Kittelpunfte ber entftel^enben ©rofefreife, beren 
^ttlbnteffer Rj, R^, R3 fein mögen, bie fongentrifd^en ^ilfsfreife mit ben §alb'. 

meffcm Rj ± r, l/Rj'+r*, I/Rs* — (>* ± l/r* — (>«. ®ie ©d^nittpunfte ber 
burd^ ^Rotation entftel^enben lonjentrifd^en ^ilfsfugeln finb bie gefud^ten ÜJlittels 
punttt. Slnjal^l ber Söfungen? 

237. 2lufgaben jum V. 3Cbfd^nitt: 

1. Bi^ifc^^n eine geg. @erabe unb eine geg. @bene eine ©tredfe von geg. 
Sänge fo ju legen, ba^ fie mit beiben Dorgefd^riebene Söinfel bilbet. 

2. 5DreiIant auS b, c, h; b, c, h'; a, h', h"; a, h, h'. 

3. ©pl^ärifdfieä 2)reiedf an^ cc, ß, y; a, /9, y\ /?, y, b. 

4. ©pl^ärifc^eS 2)reiedE auö ß, y, a + b + c; a, /?, b -j- c. 

5. 2luf einer Äugelflädfje t)om ^albmeffer R finb brei fünfte gegeben, 
beren ßntfernungen mit bem S^rf^l abgeftod^en werben lönnen. (äz- 
fud^t Seiten unb SBBinfel be§ Dreilaute, beffen ©eitenfläd^en bie 
Äugel in ben geg. 5ßunften berül^ren. 

6. 2)urd^ einen geg. ^unlt einer Äugelfläd^e fenfred^t ju einem geg. ©rojj- 
Ireiä einen ©ro^reis gu jeid^nen. (Seftimme ben ^ol.) 

7. ßinen Äugellreiö t)om fpl^ärifd^en ^albmeffer p ^u jcid^nen, ber jroei 
geg. Äugelfreife mit ben fpl^ärifd^en ^albmeffern rj unb r^ berül^rt. 

8. 2(n jroei geg. Äugelfreife bie gemeinfd^aftlid^en fpl^ärifd^en Sangenten 
j\u legen. (Sonberfatt t)on 7, ba ber fpl^ärifd^e §albmeffer ber S^an-- 
genten befannt ift.) 3Sier Söfungen. 

9. (Sin fpl^ärifd^eä 3SieledE in ein fpl^ärifd^cä ^wzkd t)on gleid^er ^läd^e ju 
üermanbeln. - 

10. Sered^ne bie Sffiinfel eineö gleid^feitigen 2)reiedf§, beffen ^läd^e tf ber 
Äugelfläd^e beträgt. 

©auftbed, ©tereometm. 9 
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11. Söcld^en 2^cil beö ^immclögeroöIbeS übcrblicft man butc^ ein glcidifcitigcö 
breiedtgcä ^enftcr von bcr Äantc a, roenn fid^ baä Sluge in Äantenlängc a 
t)on bcn @dfcn bcä ^cnftcrä befinbct? (Sctrac^te baä 9luge afe SKittel* 
punft bcr fid^tbaren ^alblugcl bcö uncnblid^en ^immctegcroölbcä unb 
betcd^nc bie Äantenroinfcl beä entfte^enben regulären Xetraeberö mittels 
eineö gleid)fcl^enlligen 3)reiecfS, baS eine Äante ^ux ©runbfeite unb 
bie t)on i^ren (Snbpunften auf bie ©egenfante gefäfften Sote j^u 
Sc^enfeln ^at.) 

12. Die fürjefte Entfernung (Suftlinie) ^roifc^en jroei Grborten (cp, k) unb 
(q)\ X'), beren Sage burc^ geograpl^ifdt)e Sreite qp bejm. tp' unb Sänge 
l begro. /' beftimmt fein möge, ju bered;nen. — Senü^e 188) für ba^^ 
burd^ jroei Seiten 90 — qp unb 90 — (p' unb ben eingefc^loffenen 3Sinfel 
X — l' beftimmte fpl^ärifc^e S)reietf unb brüdfe bie Slnja^l ©rabe für 
bie bered^nete britte Seite a in Kilometer aus: 1® = 111 km. — 

13. Sitte &>zmn, bie von jmei geg. fünften ein geg. 3lbftanbSt)crl^äItni^ 
l^aben, ge^en burrf) einen ber beiben fünfte, roeld^e bie Serbinbungs- 
ftredfe ber beiben geg. fünfte im geg. 3Ser^äftniS teilen. §armonifc^e 
Sage ber oier fünfte. 

14. ©efud^t bie Sc^nittgeraben atter ßbenen, bie oon brei nid^t in einer 
©eraben liegenben fünften ein geg. älbftanböoer^ältniö ^aben. i>ier 
Sofungen. 

15. 9Baä ift ber Ort atter fünfte, für welche bie 2)ifferen^ ber üuabrate 
ber (Entfernungen oon groei feften fünften fic^ nid^t änbert? 

16. aSaö ift ber Ort atter fünfte, für meldte bie Summe ber üuabrate ber 
Entfernungen Don gmei feften fünften benfelben 2Bert l)at'^ Sebeutun^ 
ber feften fünfte. 

17. Crt atter fünfte, beren SSerbinbungäftredfen mit ^roei feften fünften 
einen redeten 3Binfel einfd^Iie^en? 

18. Drt atter fünfte, bie oon jroei geg. fünften ein unüeränberlid^es 316- 
ftanbäoer^ältniä Iiaben, ift bie Äugelfläd^e über benjenigen beiben Seil- 
punften alä ©urd^meffer, meiere bie SSerbinbungöftredfe ber geg. fünfte 
im geg. 5}er^ältniä ^armonifd^ teilen. (2lpottonifc^e Mugel.) 

19. Crt atter fünfte, bie von brei geg. fünften ein unoeränberlid^eQ Stb- 
ftanböDer^ältniä l^aben? 

20. Diejenigen fünfte ju beftimmen, bie von vkx geg. fünften ein be^ 
ftimmteä älbftanbäoerl^ältniä ^aben. 

21. Sluf einer geg. ©eraben einen ^unft gu beftimmen, ber üon groei geg. 
"ißuntten ein geg. 2lbftanbSt)erl^ä(tni§ l^at. 

22. Sluf einer ÄreiSlinie einen ^unft ju finben, x)on bem an^ eine ber 
Sage unb ©rö^e nad^ geg. Strerfe unter einem redeten SBSinfel erfc^eint. 

23. Sluf einer geg. Äugel einen $unft ^n finben, oon bem aug brei be- 
liebige Äugeln gleid^ grofe erfd^einen. 

24. Sluf einer geg. Äugelfläd^e einen ^unft ju finben, t)on bem au§ jroei 
geg. Äugeln geg. fd^einbare ©röfee l^aben. (SSergl. 234. 5.) 
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25. @tne Äugcl ^u beftimmcn, bie t)on mcr geg. fünften auä geg. fd^eitts 
bare ©rö^en f)at 

26. Durc^ eine geg. ©erabe eine 66ene ju legen, bie jroei fongentrifc^e 
Äugelfläd^en fo fd^neibet, ba^ bie ^läc^c beö inneren od^nittfreifeS bie 
§älfte berjenigen beä äujäeren beträgt. 93ergl. 285). 

27. @ine Äugelfläd^e tjom ^albmeffer R ju beftimmcn, roeld^e brei ber fol^ 
genben Sebingungen erfüllt: 1. fie ge^e burd^ einen geg. ^unft, 2. bt-- 
rül^re eine geg. ®f)zm, 3. berül^re eine geg. Äugelfläd^e, 4. fd^neibe 
eine geg. (Sbene, be^n). 5. eine geg. Äugelfläd^e nad^ einem Äreiö von 
geg. ^albmeffer. B^ei ober brei ber 93ebingungen fönnen aui) ber^ 
felben 2lrt jein. 

28. Durd^ eine geg. ©erabe eine ®btm gu legen, bie einen geg. Ärei^ be-- 
rül^rt. (S^tf)t vom ©d^nittpunft ber ©eraben unb ber @bene beS Äreifeö 
eine 2^angente an Unteren.) 

29. Sine Äugcl gu beftimmen, bie eine geg. Kugel unb eine geg. (Sbene 
berül^rt, wenn ber Serül^rungäpunlt a) mit ber Äugel, b) mit ber &btnt 
gegeben ift. 

30. 35urd^ einen ^^Junft eine dbene ju legen, bie oon §roei geg. fünften 
geg. Entfernungen l^at, ober: burd^ einen $unlt eine 3^angentialebene 
an jroei geg. Äugeln gu legen. 3Sergl. 231). SonberfaH: "^unft im Un^ 
enblic^en. 

31. @ine (Sbene ju beftimmen, bie t)on brei geg. ^Umften geg. Gntfer^ 
nungen f)at. 

32. 3« ^^^^^ ^on §tt)ei geg. fid^ fd^neibenben ©eraben einen ^^5unft ^u be* 
ftimmen, ber t)on ber anberen geg. ©eraben unb einem geg. ^iJJunft 
gleid^meit abftel)t. 

33. parallel einer geg. (Sbene eine 93erül^rungäebene an eine Äugel ju legen. 
(2ot üom 3Kittelpunft auf bie @bene.) 

34. Bi^l^t ^<J" ^^ V^^^ beliebigen Äugeln parallele .^albmeffer, fo ge^t bie 
35erbinbungögerabe ber ®nbpunfte burd^ einen ber 3lel^nlid^Ieitäpunfte, 
burd^ ben äußeren, wenn bie parallelen im felben Sinne gebogen finb, 
anberenfaUä burd^ ben inneren. 

35. 3i^^t man burd^ einen 2lel^nlid^feitäpunft S j^meier Äugeln Stral^len, 
meldte auf ben Äugeln bie äl^nlid^ liegenben ^^Sunfte X unb X', Y unb 
Y' u. f. f. beftimmen, fo ift bie ?lec^tedfäfläct)e SX.SX'^SY.SY' 
unoeränberlid^. 

36. Sßerben brei Äugeln oon einer oierten berül^rt, fo gel^t bie burd^ bie 
brei Serül^rungöpunfte gelegte 6bene burcl) eine ber t)ier Stel^nlid^feitgs 
ad^fen ber brei geg. Äugeln unb jroar burcl) bie äußere ober eine ber 
inneren, je nad^bem bie brei Serül^rungen gleid[)artig finb ober nid^t. 

37. Sine Äugel gu beftimmen, fo ba^ il^r SRittelpunft auf einer geg. ©eraben 
liegt, il^re gläd^e eine geg. ßbene berührt unb burdi) einen geg. ^un!t gel^t. 

38. @ine Äugelfläd^e ju beftimmen, meldte burd^ brei geg. fünfte gel^t unb 
eine geg. Äugelfläd^e berül&rt. 3?ergl. 222). 
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39. @ine Augelfläd^e ^u Beftimmen, tpeld^e burd^ jtDei geg. fünfte gel^t unb 
a) jtDei @6enen, b) jroet geg. Hügeln, c) eine geg. Hugel unb eine 
geg. @6cne berül^rt. 

40. 2)urd^ einen geg. ^unft einer geg. ßbene ober paraffel einer ®eraben 
eine (Serabe ju gicl^en, fo bafe bie 33erül^rung8ebenen, meldte burd^ biefc 
®erabe an jroei auf berfelben Qtiit ber @htnt geg. Äugeln gelegt 
werben, gegen bie geg. 66ene gleid^ geneigt finb. (Senü^e bie ju einer 
ber Äugeln fpmmetrifd^e bejüglid^ ber geg. Sbene.) 

41. @ine @6ene ^u beftimmen, n)eld^e burd^ einen geg. ^untt gel^t, oon 
einem geg. $unft einen geg. 9(bftanb f)at unb eine geg. Äugel nac^ 
einem geg. ÄreiS fd^neibet. 

42. 6ine ©bene ju beftimmen, bie »on groei geg. fünften ein geg. Slbftanbgj 
t)erl^ä(tni§ i)at unb gegen brei geg. ®erabe gleid^ geneigt ift. 

43. ©ine 6bene ju beftimmen, bie t)on t)ier nid^t in einer 6bene liegenben 
?Punften geg. StbftanbgDerl^ältniffe f)at. SBergl. ©onberfatt 104) »ufg. 20. 
Stnjal^I ber Söfungen? 

44. (Sine Äuget ju beftimmen, bie jroei geg. Äugeln red^tminfHg fd^neibet 
unb jroei geg. ®benen berührt. 

45. ©ine Äugelfläc^e ju beftimmen, bie burd^ einen geg. $unft ge^t unb 
brei geg. ©benen berül^rt. Slnjal^l ber ßöfungen? 

46. ®ine Äugel ju beftimmen, bie burd^ einen geg. ^ßunlt gel^t unb brei 
geg. Äugeln red^troinflig fd^neibet. 93etrad^te ben $unlt aU ®ren^faD 
einer Äugel. 

47. SBo liegen bie ©d^nittgeraben ber ßbenen ber Äugelf reife, nad^ welchen 
jn)ei geg. Äugeln oon beliebigen britten Äugeln gefd^nitten merben? 

48. 333o liegen bie 3Kitten aller gemeinfd^aftlid^en 2^angenten jmeier Äugeln? 

49. @egeben eine Äugel, eine ßbene unb eine Strede. @efud^t eine Äugel, 
n)eld^e bie geg. Stredfe jum ^albmeffer unb mit ber geg. Äugel bie 
geg. ßbtnt gur 5Poten^ebene ^at. 

50. begeben ^mei Äugeln unb ein beliebiger $untt. @efud^t eine Äugel burc^ 
biefen $unft, fo ba^ alle brei Äugeln eine gemeinfame 5ßoten^ebcnc 
l^aben. 3w)ei ^älle : 5Die geg. Äugeln fd^neiben fid^ ober fd^neiben fid^ nic^t. 

Die ©efamtl^eit aller Äugeln, bie mit einer geg. Äugel biefelbe 
^ßotenjebene l^aben, l^eifet Äugelbüfd^cl. SBo liegen bie SRittelpunfte 
eines »üfc^elä? 

51. Sine Äugel ^u bejlimmen, bie eine geg. ßbene berül^rt unb mit jroei 
geg. Äugeln ju bemfelben Süfd^el geliört. ©rfter %aü, bie Äugeln 
fdEineiben fid^; groeiter %aü, fie fd^neiben fid^ nid^t. 

52. @ine Äugel ju beftimmen, bie brei geg. Äugeln red^tminflig fd^neibet 
unb eine geg. ®bene berül^rt. 

Seftimme bie ^Potenjjad^fe ber brei Äugeln unb^ befd^reibe groei be^ 
liebige Äugeln Ki unb Kj^ meldte bie geg. Äugeln red^tminflig fc^neiben. 
@rmittle nac^ älufgabe 51 biejenige Äugel be3 Äugelbüfd^efö Xi K2, 
toeld^e bie geg. @bene berül^rt. 
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53. @inc ÄuQcl ju bcftimmen, bie burd^ einen geg. $un!t gel^t, jroei geg. 
Äugeln red^troinflig unb eine britte geg. Äugel nad) einem ©tofeircis 
fd^neibet. 

54. ©ine Äugelfläd^e fo inxi) einen geg. ^unft ju legen, bafe fie jroei geg. 
Äugeln nad) (Sto^reifen unb eine britte red^troinflig fd^neibet. 

55. @ine Äugel gu beftimmen, bie burd^ einen geg. $unft gel^t unb eine 
geg. Äugcl in einem geg. $unft berül^rt. 

56. 6ine Äuget jju beftimmen, bie eine geg. Äugel in einem geg. $unft 
unb eine jmeite geg. Äugel betül^rt. 

57. ©ine Äuget ju beftimmen, bie btei geg. ßbenen unb eine geg. Äuget 
berül^rt. 

58. ©uc^t man ju fämtlid^en fünften einer ©eraben g bie ?5otarebenen, 
fo gelten biefe fämtlie^ burd^ eine jroeite ©erabe g', bie ^ojargerabe 
ju g unb umgefel^rt. SSetd^e Sage l^aben bie ©eraben §u einanber? 
Söetd^e Sage l^aben bie ©d^nittpunfte einer bie ©eraben fe^neibenben 
Äugetfefante? 

59. @ine Äuget ju beftimmen, roetc^e burd^ jmei geg. 5ßun!te gel^t unb 
1. eine geg. @bene unb eine geg. Äuget berül^rt, 2. jroei geg. Äugeln 
berül^rt. 

60. 2)ie 3le^ntid^feitä|)unfte t)on oier Äugetn liegen ad£)tmal ju je fed^S in 
einer Sbene. (Slel^ntid^feitäebenen.) 



VI. aßfc^tttft. 



3tn ©egenfa^ jur ßbene finb alte anberen gtäd^en ge!rümmt. 3)ie ein-, 
fad^ften ÄrümmungSoerl^ättniffe jeigen bie Umbrel^ungS« ober SlotationSftäd^en. 

238. ^zie mit einer unberoegtid^en ©eraben ftarr cerbunbene ftete Sinie, 
bie fogen. ßrgeugenbe, befd^reibt bei ber Umbrel^ung um bie ©erabe atä Sld^fe 
eine Umbrel^ungSftäd^e. §ierauä fotgt: 

@rfter §auptfa|: Seber 5ßunlt ber ßrjeugenben befd^reibt mit feinem 
Slbftanb von ber 35rel^adS)fe atö §atbmeffer einen Ärei§, beffen Sbene jur 2ld^fe 
fenftcd^t ftel^t. 

Ober: SlUc jur Sld^fe fenfred^ten ebenen ©d^nitte einer Umbrel^ungäftädEie 
finb Ärcife, fogen. ^araüetlreife. 



134 



Umbrel^ungdjläcl^en. 



3n)citcr §auptfQ|: 3lttc burd^ bie ©rcl^aci^fc gelegten @6enen fd^neibeit 
bie UmbreJ^ungäfläd^e nad) longruenten Sinien, ben fogen. Sld^fenfd^nitten ober 
SKeribianen. 

5Hur im %aü bie ßrjeugenbe e6en ift unb bie 2lci^fe in i^ret (Sbene liegt, 
ift fie gugleid^ Slci^fenfd^nitt; ift anbetcnfattS: a) bie ©rjeugenbe eben, aber bie 
Slc^fe ttu^erl^alb il^rer @bene, b) bie ®rjeugenbe räumlid^ ober „boppelt" ge^ 
frümmt, b. f). verläuft fie nid^t in einer ©bene, fo fmb ©rjeugenbe unb Sld^fen? 
fd^nitt t)erfd^ieben. 

;gSer&l)tttttg. 

239. Die Serül^rungSebene einer beliebigen glätte 
l^at bie ßigenfd^aft, ba^ jebe burd^ il^ren Serül^rungSpunlt P 
gelegte ©d^nittebene bie ^läd^e nad^ einer Sunje unb bie 
Serül^rungSebene nad^ ber Xangente an biefe Äurüe in P 
fd^neibet. Snöbefonbere fdt)neibet bie 33erül^rung§ebene einer 
Umbrel^unggfläd^e bie burd^ ben Serül^rungSpunft gel^enben 
ßbenen beS 3Keribian8 unb 5ßarallelfreifeS nad^ ben Spangen- 
ten in jenem $unft an biefe Sinien, fomit 

©a|: 2)ie Serül^rungäebene in einem ^ßunlt einer 
Umbrel^ungSfläd^e ift beftimmt burd^ bie beiben SCangenten 
in jenem 5ßunft an ben bem $unft jugel^örigen 3Reribian 
unb ^arallelfreiS. 

pie einfa^fltn ^mbtet^nni$fi&^tn. 

240. ®S feien l^ier nur biejenigen ^läd^en betrad^tet, bie Don ben ein- 
fad^ften ®rjeugenben, ber ©eraben unb bem ÄreiS, befd^rieben merben. Man 
f)at folgenbe SWöglid^feiten: 

a) 2ld^fe mit ber ©rgeugenben in einer Ebene 

1. gur erjeugenben ©eraben parallel . . . ß^linberfläd^e 

2. biefelbe im ®nblid^en fd^neibenb . . . . Äegelfläd^e 

3. burd^ ben 2Rittelpunf t beä erjeugenben ÄreifeS Äugel 

4. au^erlialb beäfelben 2Bulft 

b) Slddfe mit ber ©rjeugenben nid^t in einer 6bene 

5. gur erjeugenben ®eraben minbfd^ief 

©inmanteligeö Drel^ungSl^^perboloib 

6. jur Äreiäebene parallel Sßulft ober SBulftring 

7. j\ur Äreiäebene beliebig geneigt . . . 9Bulft ober SOBulftring 

8. jur Ärei§ebene fenfre^t ÄreiS ober SreiSring. 




Itegetfl&i^eit. 

241. 2llle ^läd^en, bie von einer nad^ irgenb meld^em ®efe^ ftd^ ftetig 
bemegenben ©eraben als ßrgeugenben befd^rieben werben, l^ei^en Slegelfläd^en 
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(regula bie ©ctabc). äluf i^ncn läfet fid^ fomit eine 5ig. 133. 

burd) baS äSetoegungdgefe^ befd^räntte, unenblid^e 

Sc^ar üon ©eraben jiel^en. Sf* i^i^ Serocgung eine 

fold^e, baft bie ftetig aufeinanber folgenben Sagen 

ber ©r^eugenben ftd^ fd;neiben, fo beftel^t bie %lä<i)t 

an^ unenblid^ t)ie(en, unenblid^ f dentalen, fid^ ftetig ^ 

aneinanber rei^enben ebenen gläd^enftteifen, fogen. 

gläd^enelementen. SBirb ba^er bie SRegelftäd^e nad^ 

irgenb einer (Srjeugenben aufgefd^nitten, fo fann man, 

mit bem erften gläd^enelement beginnenb, jebeS in bie 

@bene beä näd^ft benad^barten umHappen, b. 1^. bie 

^ange gefrümmte SRegelfläd^e (ä^t fid^ in eine 6bene ausbreiten : 3)ie SRegelfläd^e 

ift abroitfelbar (beoeloppabef). 

3ft bagegen jebe Sage ber (Srj\eugenben %m näd^ftfolgenben roinbfd^ief, fo 
ift bie 9tegel^äd^e nid^t abmidfelbar. (Sine fold^e minbfd^iefe Stegelfläd^e verl^ält 
fid^ wie eine reine Äuruenfläd^e, b. 1^. rote eine burd^ ftete Seroegung einer Äurt)e 
entftanbene ^läd^e. 

Siemgemä^ finb abroirfelbar bie ß^Iinber- unb fiegelfläd^e, roinbfd^ief ba^ 
i^egen ba§ einmante(ige ^rel^ungg^9perbo(oib. 

242. 2)a bei bem befd^riebenen 35organg ber älbroidflung ber 333infel je 
groeier unenblid^ benad^barter ßrjeugenben fid^ nid^t änbert unb jebe beliebige, 
auf ber Stegelflöc^e ver^eid^nete R\xxx>z alg ein 3^9 ^^^ unenblid^ vielen, unenb^ 
üd) Meinen, in ben einzelnen gläc^enelementen liegenben, fic^ ftetig folgenben 
©eignen, fogen. Äunjenclementen, angefel^en werben fann, bie in il^ren SSerlänge-- 
Tungen bie 2^angenten ber Äurt)e bilben, fo folgt, ba^ jebeS von jroei unenblid^ 
bcnad^barten ©rjeugenben unb einem Äurt)enelement eingefd^loffene , unenblidE) 
fd^male 2)reierf ftd^ als ein fongruenteä abroidfelt. 2)a ferner jeber ©d^nittpunft 
jroeier beliebiger Äurt)en ber %iä6)t alä in einem ^läd^enelement liegenb betrad^tet 
werben tann, fo ift ber SBinfel ber abgeroitfelten Äuroen, ber fogen. 38 er^ 
Tüanbelten, berfelbe wie berjenige ber Äuroen auf ber §läd^e felbft. 3ebeS 
von brei beliebigen Äuroenelementen eingefc^loffene breiecfige gläd^enelement roidfelt 
fid^ ba^er alä fongruenteä ^^^I^c^enelement ab, unb ba bie gange gläd^e an^ un- 
enblid^ Dielen berartigen unenblid^ Meinen gläd^enelementen jufammengefe^t gebadet 
Toetben fann, fo folgt 

©a|: 2)ie Slbroidflung ber Slegelfläd^e ift baö roinfel=, längen^ unb fläd^en^ 
treue Slbbilb ber %läd)t, 

b. f). jeber SBinfel, jeber Äuroenbogen unb jebeS von beliebigen Äuroen-- 
bögen begrenjte gläd^enftüdf erfd^eint in ber 2lbroidfelung als ebenfo großer 
5!BtnIel, ebenfo langer Sogen unb ebenfo großes ^Idd^enftüdf. 3)ie räumlid^ 
gcfrüntmte gläd^e ift bilblid^ burd^auä treu unb nid^t etroa perfpeltivifd^ Der- 



136 Umbre^ungdft&c^en. 

für^t in ber ©bcnc bargcftellt, fo bafe il^re täumlid^cn SSerl^ältniffc unmittelbar 
bcm ebenen S5ilb in roal^rer @x'ö%t entnommen metben tonnen. 

!3ft bie ^[äd^e nid^t a6n)i(f elbar , fo ift eg nid^t mel^r mögUd^, ein berart 
übereinftimmenbeS Silb betfelben gu entwerfen. I)amit j. S. baS 93ilb roenigftene 
nod^ in gemiffem Sinn ber ^läd^e äl^nlid^ mirb, ^at man bie (Sigenfc^aft ber 
SBinleltreue ju erhalten, b. I§. ein Xerfa^ren ^u fud^en, burc!^ meld^eä jebeS be^ 
Kebige, unenblid^ fteine, breiedfigc gläd^enelement afe ä^nlid^eS Dreiedfd^en in bie 
Silbebene übertragen mirb. @iel^e 5tugeta6bilbungen. 

SBinleltreue älbbilbungen bejeic^net man aud^ aU fonform ober ifogonal, 
fläd^engleid^e als äquivalent. 



243. ^rel^t ftd^ eine @erabe um eine %n xf^x paraUele fefte ©erobe als 
Sld^fe, ol^ne il^ren Slbftanb r oon Unterer ju änbem, fo befd^reibt fie bie Hantel-, 
fläd^e eines fenfred^ten ÄreiSc^linberä. ^ig. 184. hieraus folgt: 

®a|: älUe ^nx 3ld)fe f entrechten ®benen fd^neiben bie S^linberfläd^e nac^ 
gleid^en Äreifen, fogen. Orunbfreifen, oom ^albmeffer r. (Sergl. 238. 1.) 

^iernad^ bie 93ejeid^nung fentrec^te ItreiScplinberfläd^e. f^emer folgt 

©a^: ^ebe burd^ bie äld^fe gelegte ober il^r parallele @bene im 9(bftanb 
<: r fd^neibet bie S^linberflöc^e nac^ ^mei parallelen @r}eugenben ober Hantel- 
linien. (Sergl. 238. 2.) 

®a|: 3)ie fenfred^te Äreiöcplinberfläd^e ift Ort aller 5ßunfte, bie oon einer 
geg. ©eraben eine geg. Entfernung l^aben. 

244. ^eift mirb bie (S^linberfläd^e burd^ jmei ©runbtreiSebenen abgegrenzt. 
3Ran benft fid^ bann ben ß^Iinber aud^ baburd^ et^^ugt, ba^ 

1. txnt jur ®bene eines ÄreifeS fenf redete ©erabe, fid^ felbft parallel, bcm 
ÄreiS, ber fogen. Seitlinie, entlang gleitet, 

2. ein SRed^tedf um eine feiner ©eiten als Sld^fe pd^ brel^t. SBeld^e ©cite 
befd^reibt ben SKantel? 

245. Um ben ©d^nitt einer ©eraben mit ber ß^Iinberfläd^e ju beftimmcn^ 
l^at man biejenigen SWantellinien an^pi^u^i^tn , meldte bie geg. ©erabe fc^neiben, 
mit il^r alfo in einer Obent liegen. Diefe (Sbene ift parallel jur 2ld^fe. ©d;ncibet 
fie bie @btnt beS ©runbfreifeS 

1. nad^ einer ©el^ne, fo beftimmen bie burd^ beren ©nbpunfte gezogenen 
5Kantellinicn jmei ©d^nittpunfte. ^ig. 134. gig. 134 a in ^orijontal^ 
unb SSertifalprojeftion, 
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2. nad) einer S^angente an bcn ©tunbfrei«, fo faden bie SKantellinien unb 
fomtt aui) beibe @cl^nittpunlie jufontmen: S)te ®6ene voxxh }ur Se^ 
rül^rungSebcne unb bie geg. ©erabe jut ß^Iinbertangentc. gig. 134b^ 

3. nad^ einer @eraben au^erl^alb bed @runblreifed, fo fd^neibet bie geg. 
®erabe bie ß^Iinberfläc^e nid^t. ©omit 



«Jig. 134 a. 





Sig. 134 b. 



©a^: ®ie Serül^rungSebene einer ß^Rnberflöd^e ift parallel ber Sld^fe^ 
berül^rt bie gläd^e längg einer 2RantelHnie unb fc^neibet bie ©bene beS ©runb^ 
frcifeS nad^ einer Xangente, burd^ beren Serül^rungäs 
punit bie 93erü^rungdntantel(inie gel^t (t)erg[. 239). 

©a|: Sitte ©eraben einer SÖerül^rungäebene 
berül^ren bie G^Knberfläd^e in il^ren ©d^nittpunften 
mit ber 93erül^rungdmantellinie. 

©a^: Sitte ©benen bejro. Oerabcn, bie t)on 
einer geg. ©eraben eine geg. (Sntfemung l^aben, be^ 
rül^ren eine fenfred^te ÄreiSc^Iinberfläd^e, roeld^e bie 
geg. ©erabe jur Sld^fe unb bie geg. ©ntfemung jum 
©runblreiäl^albmeffer l^at, 

ober: Die fenlred^te ÄreiScpIinberfläd^e ift Ort für atte Ebenen bejn). ©e^^ 
raben, bie t)on einer geg. ©eraben (Sld^fe) eine geg. Entfernung ($albmeffer) l^aben. 




246. ©leitet eine ©erabe t)on beliebiger SRid^tung pd^ felbft parattel bem 
Umfang eines Äreifeä entlang, fo befd^reibt fie eine fc^iefe iJreiSqlinberfläd^e. 
2)ie jur ßrjeugenben parattele ©erabe burd^ ben 3Kittelpunft beä ©runbfreifeä 
l^ei^t Sld^fe. Da, wegen ber jur Sld^fe fd^iefen Sage beS ©runblreifeS, aufeinanber 
folgenbe ^ßunlte beä le^teren unb fomit aud^ aufeinanber folgenbe 3Kantellinien 
ocrfd^iebene Sntfemung von ber Sld^fe l^aben, fo gel^t eine SWantellinie burd^ 
SJrel^ung um bie Sld^fe, weil fie l^iebei il^re Entfernung oon biefer nid^t änbert, 
nid^t in bie Sage ber benad^barten SWantellinie über, bie fc^iefe ÄreiSc^linberfläd^e 
la^t fid^ fomit nid^t in fid^ felbft oerfd^ieben: fie ift feine Umbrel^ungSfläd^e. 
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2luä bcr 2lrt bcr (Srjcugung folgt ber 

©a^: Die fd^iefc Ätciäc^Knberfläc^c ift Drt aller fünfte, bie pon einer 
^eg. ©eraben (Sld^fe) eine ju einer geg. ßbene (®runblreise6ene) parallele geg. 
Entfernung (^albmejfer r) l^aben. 

247. Die fd^iefe ÄreiScpIinberfläci^e wirb von jeber, ber Sld^fe ober ben 
SRantellinien parallelen @6ene a) nad^ jroei SKantellinien gefd^nitten, b) berül^rt, 
o) nid^t gefd^nitten, je nad^bent biefe 6bene bie ©runbIreiSebene nad^ a) einer 
Seltne, b) einer S^angente, c) einer au^erl^alb beä ®runblreife§ liegenben (Seraben 
fd^neibet. 

248. Die Setrad^tung bcr Sld^fenfd^nitte ergiebt, 

1. ber gur ©runbIreiSebene fenfred^te 2ld^fenfd^nitt beftimmt ben 3leigung§- 
roinlel ber Sld^fe, 

2. ber fenfred^te Sld^fenfd^nitt unb ber gegen i^n um 90® gebrel^te finb bie 
beiben S^mntetrieebenen ber ^läd^e, 

3. bie Sld^fc ift jugleid^ ©^mmetriegerabc ber ^läd^e. 

3Jlad^t bal^er bie f d^icfe ÄreiSc^linberfläd^e eine f)albe Umbrel^ung oon 180 ® 
um bie Sld^fe, fo betft ftd^ bie mm Sage mit ber urfprünglid^en, benn jebe 
5Wantelltnie gel^t in bie il^r fpmmetrifd^e über. Dabei gelangt ber ®runbfrei§ 
in eine neue, bejüglid^ ber jroeitcn ©^mmetrieebcnc f^mmetrifd^e ©tettung, fomit 

©a|: Die fd^iefe Äreiäc^linberfläd^e beft^t jroei ^ßarallelenfd^aren t)on ÄrciS- 
fd^nitten mit gemeinfd^aftlid^em fenfrec^ten 2ld^fenfd^nitt: ©runbfreife unb 3Bed^fel= 
fd^nittlreifc, beren 3Kittelpunfte auf ber Sld^fe liegen. 

Sig- 135. 249. Da irgenb jroei nid^t parallele Äreiä- 

fd^nitte oom fenfred^ten Sld^fenfd^nitt nac^ Durd^-- 
meffern gefd^nitten werben, bie mit ben ®rjeugen* 
ben beS Sld^fenfd^nittä ein Äreiäoieredf A'B'A^'B'' 
bilben, 

meil <^ A" + <^ A = 180^ aber <^ A = ^ A' 

fomit <^A'' + <^A'=180<^ 

fo folgt, menn ber Umlreig biefeg SSieredS fid^ um 
irgenb einen feiner Durd^meffer brel^t: 
©a$: Durd^ je jroei niclit parattele ÄreiSfd[)nitte ber fd[)iefen Äreiäcplinber^ 
fläd^e lä^t fid^ eine Äugel legen. 

Raufet bes feuhte^ten ^xei$aftinitx$. 

250. Sebe ®rjeugenbe bilbet mit ber unenblid^ benad^barten, il^r paralletcn, 
€in ebenes ^Jläd^enelement, bie ßplinberfläc^e ift bal^er abroidfelbar (241). Da 
fämtlid^e 3Kantellinien in ben fünften ber ©runbfreife auf beren Ebenen fenf^ 
re^t fmb unb 3Binfeltreue befte^t (242), fo ift bie Slbmitfelung ber SRantelfläd^e M 
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eines burd^ groei ©runbtteidebenen ttn Slbftanb h fenfred^t ober „gerabe" be« 

grenjten ÄreiScplinberS ein SHed^tecf, beffen eine Seite bie SDlantellinie ober 

ßplinberl^ö^e h, bcffen anbere Seite ber gur ©eraben geworbene Umfang 2;rr 

beS ©runbfreifeS ift, fomit 

M = 2;r rh 

unb, wenn ©runb^ unb 2)edffreiS l^ingutreten, bie ©efamtoberfläd^e O beö fenf-- 
redeten Äreiäcülinberä ^ ^ ^ . « 



251. 2)ie 2lbn)itf(ung ber nad^ ber SKanteUinie B C beä fenlrec^ten Sld^fen^ 
fd^nitteg aufgefd^nittenen 3Dlante(fIäd^e beS burc^ bie Sänge s ber Sld^fe, il^re 
3?eigung cc gegen bie ©runbfreiSebene unb ben ^albmeffer r beS ©runbfreifeä 
geg. fd^iefen Äreiäcplinberä ift ein gläd^enftreifen , begrenjt oon ben beiben 
^arattelen B' C = B" C" = s, in welche B C jerfäfft, unb ben beiben parattelen, 
ftetig gef rümmten SSerroanbelten ber ©runbfreif e oon ber Sänge beS Umf ttngä 2 tt r 
biefcr ©runblreife. 2)ie (Srunbireife roidfeln \i6) nid^t mel^r aU ©eraben ab, ba 



mg. 136. 



Sig. 136 a. 





fic bie parattelen 3JlanteIlinien nid^t unter unoeränberlid^em 3SBinfeI fd^neiben. 
®te «ßarallere A'D' im mittleren Slbftanb oon B'C unb B''C" ift gegen biefe 
um bie Äatl^etc A'Z' = AZ — cos« . 2r eineä burd^ §ppotenufe 2r unb timn 
fpi^cn SBinfel <^cc beftimmten red^tminfligen 3)reiedä AZB in ber 3lid^tung ber 
3Rante[Knien oerfd^oben. A' D' ift ©^mmetriegerabe ber Serroanbelten. SEBie bie 
Orunbfreife, fo fd^neiben aud^ i^re SSerroanbelten nad^ bem ®efe| ber SBinM« 

treue 242) bie parattelen B' C\ B" C'\ A' D' red^troinHig unb bie, -^ bejm. ^ 

ber gläd^e abfd^neibenben parattelen U' W' = V T' = s in Söenbepunften unter 
<^ a, ba bie SEBinlel ber ©runbfreiätangenten unb 3JlanteIIinien auf bem SBeg 
B U = B' U' oon 90 ® bis cc abnel^men, auf bem 2öeg U A = U' A' oon cc roteber 
auf 90® anroad^fen. 2)er SBinfel, ben bie 2^angentc ber SSerroanbelten in einem be? 
liebigen 5ßunft K berf elben mit ber jugel^örigen 3JlanteUinie K L bilbet, ergiebt fxä) 
als britte Seite eines burd^ jroei Seiten unb ben eingefd^Ioffenen SBinfel beftimmten 
2)reiIantS K — PLN. ^ättt man KNi. AB unb giel^t in K bie ÄreiS-. 
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tangcntc KP, fo finb <^NKL = 90« unb -^NKP bic bcfannten ©citen, il^r 
cingcfd^Ioffencr SBinfcI <^QNB = cf. 

3)cr 2lbftanb B'B" bcr bic 2l6n)ic!clung bcgrcngcnben SKantcHinien i)at 
bic Sänge bcä UmfangS einer ßHipfc, TOcId^c ate ©d^nitt bcg ß^IinbcrS mit einer 
ju bcn 3Kantcfiinien fcnlrcc^tcn fogcn. Oucrfd^nittSebene entfielet, Iä§t fxd) fomit 
nur mit ^ilfc cHiptifc^cr ^nltionen ermitteln. 35ie ^albad^fcn bcr ®ffipfc jtnb 

-s- BZ = sin cf . r unb OTT = 



r. 



251 a. 35ic SWantcIfläc^c beS f d^ief en Äreiöc^Iinberg f ann betrad^tet werben 
afe ©umme bcr unenblid^ Dielen, unenblid^ fd^malen Parallelogramme, meldte bic 
jtd^ ftetig folgenben, unenblid^ benad^barten 3RanteUinien auS ber 9KanteIfIäd^e 
auäfd^ncibcn. ©ämtlid^e ^Parallelogramme ^aben bicfclbe ©runbfeite, eben bie 
3JianteIIinie, unb bie ©umme il^rer unenblid^ Keinen $öl^en giebt ben Umfang 
beä ju ben 3KanteUinien fenfred^ten Duerfd^nitt§, ba^er 

©a|: 2)ie 5!JJanteIfIäd^e beS fd^iefen Äreiöc^linberS bered^net fid^ afö ^ro- 
buft au^ ber SKantellinic unb bem Umfang beä Querfd^nittg, 

ober: 3)ie 5Wantelfläd^e M beS fd^iefen ÄrciäcpIinberS ift gleid^ berjcnigcn cineö 
über bem Duerfd^nitt errid^teten fenfred^ten ß^IinberS, ber bie SKantellinie beö 
fd^iefen gur §ö^e l^at: ^ ^ ^.g,, ^ 

2)er ©a^ gilt allgemein für jcbc beliebige, üon jmei parallelen unb fomit 
fongruentcn ©runbluroen begrenzte G^linbcrfläd^e. 



252. ©ie ift biejenige Äuroe ber ßplinberfläd^c, meldte mit fämtlid^en SKantel- 
Knien gleid^e SBinfcl bilbet unb fid^ ba^er als ©crabc abmirfelt. §ierauS folgt 

©a$: ®ie ©d^raubenlinie ift bie fürjefte SBcrbinbungölinie jmeier 5ßunfte 
ber S^linberfläd^e. 

3ft ber SBinlcl 0, fo wirb bic ©d^raubenlinie gur SDlantcllinic, ift er gleid^ 90 ^ 
fo wirb bie ©d^raubenlinie eine ebene Äun)c. 

253. SE8irb baS red^tminfligc AADP fo auf bie fenf redete Ärciäcplinber- 
fläd^e aufgemidfelt, bafe bie Äatl^etc AD in ben ©runbfreisbogen AD' übergei^t, 

f roirb bie anbere Äatl^cte P D jur SKantel- 
linie P'D' unb bie §ppotenufe AP jur 
©d^raubenlinie AP', bie ben filrjeften SSeg 
von A nad^ P' auf bcr ßplinbcrfläd^c bar; 
ftettt. <^ PÄD = /^ l^eifet bie ©teigung 
bcr ©d^raubcnlinie. SBirb AD glcid^ bem 
Umfang 2 ;rr beS (Srunbf reifes, fo fommtD' 
in ben Slnfangäpunft A unb P fällt in 
einen ^ßunft H ber SKantcllinic burd^ A. 
35ic ©d^raubenlinie l^at fid^ fomit einmal 



gig. 137. 
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Sig. 137 a. 



um ben 6i^Itnber gerounben : fie l^at, toie man fagt, einen ©d^vaubengang }urü(t' 
gelegt unb ift l^icrbei um AH = tg/? . 2 ;r r, bie fogen. §5l^e bed ©d^taubengang«, 
^eftiegen. 3)ie Sönge AH beS Sd^raubengangd bered^net fid^ auS AADP(H) ju 

ATT— ^^ — ^^r 
COSß COB/^ 

SJerlängert man bie §ppotenufe AP nadji bciben Seiten unb midfelt auf, fo teilet 
fid^ @d^raubengang an 6d^raubengang: 

®ie ©d^raubenlinie ift eine räumlid^ ober „boppelt" gefrümmte 
Äutt)e, bie fid^ in ber SRid^tung ber äld^fe inS Unenblid^e erftredft. 

2)ie ©d^raubenlinie in ^Jig. 137 a ift gejeid^net 
nad^ bem 

®efe^: 3w ^leid^en ®rel^ungen gel^ören gleid^c 
@r^ebungen. C C" = A' A'' = . . . ift bie ©c^rau-^ 
benl^öl^e, A'C'E'G'H'A" ein ©d^raubengang. 

A'Q = Sogen AC = ^ . 2 izrr 

unbPQ= CK =-|c'C" 

als Katheten beftimmen ba§ erjeugenbe red^tn)in!(ige 
SDreiedf AA'QP. S)al^et ift A'P Sangente in A' 
unb giebt bie Slid^tung ber äBenbetangenten in 
A", A'" . . .; bie ju A'P bejüglic^ ber aKantelKnie 
A'A'' f^mmetrifd^e ©erabe giebt bie SRid^tung ber 
SBcnbetangenten in ben fünften E', E" . . . 

^e nad^bem bei ber Sen)egung in einer ©d^rau- 
benlinie oon oben nad^ unten bie äld^fe )ur Sinfen ober 
}ur Siedeten liegt, l^ei^t bie ©d^raubenlinie linfd: ober 
red^tägängig; ocrgl. bie Seroegung beä Ul^rjeigerö. 

Sie fd^einbare töglid^e SSemegung ber ©onne erfolgt in einer ©d^rauben^ 
linie t)on fo nieberer ©d^raubenl^öl^e, ba^ bie einzelnen ©d^raubengänge, bie Saged^ 
bal^nen ber ©onne, mit Äreifen Dermed^felt werben bürfen, ol^ne einen großen 
^el^ler ^w begel^en. 

254. 9(u§ ber @igenfc^aft, ba^ bie ^uroentangente jmei unenblid^ benad^- 
barte ^ßunfte ber Äun)e oerbinbet, folgt, bafe bie in P' an bie ©d^raubenlinie 
gezogene 2)angente j^ugleid^ Sangente an ben S^linber ift. ©ie liegt bal^er in 
ber, burd^ bie SKantellinie P'D' gelegten Serül^rungSebene beä E^linberä unb 
trifft fomit bie ©runbfreiäebene in einem ^Punft T ber ©runbfreiätangente D' T. 
®a P' T als Sangente benfelben SBinf el <^ 90 — /^ mit ber ßplinbermantel-- 
Knie P'D' bilbet, mie bie ©d(iraubenlinie P'A felbft, fo folgt 

AFD'T^ APDA fomit D'T = AD 

2(uö biefen Slngaben ergiebt fid^ bie ^igur ber Xangente in jebem beliebigen 
^unft Der ©d^raubenlinie. gig. 137. 
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255. S)tc %lä^t, bic von einer gteic^jettig längs ©d^raubenlinie unb 6^= 
linbetad^fe l^ingleitenben unb babei fletä ^n einer geg. @benc, etroa bcr ®runb? 
freiäebene, parattelen ©eroben befd^rieben wirb, l^eifet ©d^raubenfläd^e. 2)a groei 
unenblid^ benad^barte Sagen ber ©rjeugenben fid^ nid^t fd^neiben, fo gel^ört bie 
^läd^e ju ben nid^t abroirfelbaren 9legelfläd^en. SBenbeltreppe. 

33eif piele. 

256. 1. Slufgabe: 2)urd^ einen geg. ^ßunft P aujjer^atb einer geraben 
ober fc^iefen ÄreiScpIinberfläd^e eine 33erü^rungSebene an biefelbe ju legen. 

Sbfung: 2)ie äldbfenrid^tung ift eine aßen SSerül^rungäebenen gemeinfame 
^auptauäbel^nung. 3^^^^ 't>df)zx burd^ P jur Sld^fe bie parallele PA, weld^e bie 
®bene beS ©runbfreifeä in A trifft. S)ie Tangenten üon A an ben ©runbfreiö 
beftimmen mit PA bie beiben gefud^ten Gbenen. 

257. 2. älufgabe: 6ine fenfred^te Äreiöc^Iinberfläd^e ju befd^reiben, 
fo ba^ von jroei geg. roinbfd^iefen Oeraben bie eine ^ur äld^fe, bie anbere ^m 
2^angente wirb. 

Söfung: 2)ie fürjefte Entfernung ber roinbfc^iefen ©eraben ift ber §atb: 
meffer beä ©runbfreifeS. (Sine parallele jur Sld^fe in biefem 2lbftanb erzeugt 
burd) 2)rel^ung um bie 2ld^fe bie gefud^te G^Iinberfläd^e. 

258. 3. 3tufgabe: 2)urd^ einen geg. ^unft eine ©erabe ju jiel^en, bie 
oon jmei beliebigen geg. roinbfd^iefen ©eraben geg. Entfernungen ^at. 

2)ie ©d^nittgeraben ber 33erül^runggebenen t)on bem geg. ^unft an bie um 
bie geg. ©eraben alä 2ld)fen mit ben geg. Entfernungen al§ ©runbfreiöl^albmeffern 
befd^riebenen ßplinberfläd^en fmb bie gefud^ten Söfungen. 5W5glid^feiten? 

259. 4. Slufgabe: ©egeben eine Ebene, jroei roinbfd^iefe ©erabc unb ein 
$unft. 2)urd^ ben ^unft eine bie ©eraben berül^renbe fenfred^te Äreiöc^linber^ 
fläd^e ju legen, fo ba^ bie geg. Ebene ©runbfreiäebene roirb. 

Söfung: ^rojijiere bie ©eraben unb ben ^^Junft fenfred^t auf bic Ebene, 
fo ift in biefer nod^ bie Slufgabe ju löfen: Einen Äreiä ju ^eid^nen, ber jmei 
©erabe, bie ^rojeftionen ber geg. ©eraben, berül^rt unb burd^ einen ^unft, bie 
^rojeltion beö geg. ^unftö, ge^t. 

260. 5. Slufgabe: 2luf einer geg. ©eraben h einen 5|8unft gu beftimmen, 
ber oon einer groeitSn geg. ©eraben g eine geg. Entfernung l^at. 

Söfung: Sefd^reibe um g alä 3ld^fe mit ber geg. Entfernung alö ^alb^ 
meffer einen fenfred^ten Äreiäcplinbcr unb beftimme bie Sd^nittpunftc beSfeften 
mit h. ^ätte oon biefen fünften mit §ilfe ber entfpred^enben parallelen ©runb^ 
freis^albmeffer bie Sote auf bie 2td^fe. 

261. 6. 3tufgabe: ©egeben mer minbfd^iefe ©erabe. Eine berfelben fid) 
felbft parallel fo §u oerfd^ieben, ba^ fie oon ben brei anberen gleidfie fürjefte @nt= 
fernungen l^at. 
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Söfung: 3)tc jju t)crfd)ic6cnbc ©erabc mu^ bic äld^fe eincä fcnfrcd^tcn Ärciä- 
cpKnbctö werben, ber uon ben brei anberen ©eraben berül^rt wirb. 259). 71). 
3Sicr Söfungcn. 

^etieiige ettut ^nÜtt bes fenixtdlitn ^reiscflinbets. 

262. 6ci^te6t man in einen fenfred^ten ^reidcpUnber jroei gleid^e kugeln 
üom ®runb!reiäl^albmeffer r, roeld^e bie beliebige geg. ©d^nittebene in F unb F* 
unb ben ß^Knbetntantel rxaä) ben ju ben 3KanteUinien fenfred^ten ©runbfreifen 
AGB unb CHD berühren, fo ift für jeben beliebigen 5ßunft X ber ©d^nitt-- 
Itnie, beffen jugel^örige SWanteUinie GXH fein m()ge, nad^ bem ©a^ über bie 
2^angenten t)on einem $unft an eine Äugcl 

XF = XH Sig. 138. 

XF + XF = GH = AC = . . . 
= fonftanö 

b. f). jeber 5ßunft ber fteten unb gefd^Ioffenen ©d^nitt- 
Hnie f)at bie Sigenfd^aft, ba^ bie ©umme feiner QnU 
fcrnungen t)on jroei fcften ^Punften berfelben Ebene 
fid^ nid^t änbcrt. 

1. (Srflärung: Der Ort aUer fünfte einer 
(Sbene, roeld^e üon jroei feften fünften berfelben 
@bene eine unceränberlid^e ®ntfemungdfumme l^aben, 
^ei^t (gllipfe. 3)ie feften fünfte l^ei^en Srenn- 
puntte. Da^er 

©a|: 2)er ebene Schnitt einer f entrechten Äreiöc^linberfläc^e ift eine Sttipfe. 

3ft bie ©d^nittebene fenfred^t jur Sld^fe, fo fallen bie Srennpunfte F unb F' 
jufammen in einen ^unft unb bie GUipfe gel^t in einen Äreiä mit ^Rittet- 
punit über. 2)er ÄreiS ift fomit ein SonberfaH ber @llipfe; bie fonftante 
93rennftral^Ienfumme roäre 2r. 

Stuf gäbe: (Sine ßttipfe §u §eic^nen, roeld^e jroei geg. ^^Juntte j\u Srenn* 
puniten unb eine geg. ©tredfe s jur Srennftral^Ienfumme l^at. 

Sefd^reibe mit jmei beliebigen 2^eilftreden r unb r', beren ©umme r -f- r' = s 
ift, um F unb Y' Greife, bie fid^ in t)ier fünften treffen. ®ine größere älnjal^l 
berart beftimmter ©ttipfenpunfte f)at man auö freier ^anb burd^ eine ftete Sinie 
j^u t)erbinben. 

2)ie GHipfc lä^t fid; nur punftmeife gcid^nen. @in mec^anifd^eö Hilfs- 
mittel, äl^nlid^ bem 3iif^^lf wm fie in fortlaufenbem 3wg i^ seidenen, giebt eä nx6)t. 

263. 2)emnad^ bilbet jeber beliebige GUipfenpunft X mit ben feftliegenben 
Srennpunften F unb F' ein Dreiedf von uuDeränberlid^em Umfang XF + XF' 
+ FF, fomit 
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2. erflärung: 3)ie Sttipfe ift Ort bcr Spi|ett atter 3)rctc(fe über ber^ 
jelben ®runbfeite, bie einen geg. Umfang l^aben. 

§ien)on mad^t man l^äufig ©ebraud^ bei ber 3ri(i^nung ber ®ttipfe: Site 
fceroeglid^e (Scfe eine« um jroei fefte @cfen ftd^ bre^enben gobenbteiedä, baS burd^ 
fttaffes Spannen eineö an ben ßnben tjertnüpften gabend erl^alten wirb, be^ 
jd^teibt eine ßttipfc. $erftettung ettiptifd^er ©artenbcete mittete eine« um jroei 
in bie @tbe gerammte ^Pfoften gefd^Iungenen ©eite. 

264. aSerlängert man in gig. 139 ben einen SSrennftral^I um ben anberen, etwa 
FX um XF' big A, fo berül^rt ber ÄreiS um X mit XF' benjenigen um F, ber 

bie fonftante Srennftral^lenfummc 
S^ö- 139. YA jum ^albmeffer l^at, im ?Punft A 

ber 3«tttrale FX pon innen, fomit 

8. (grflärung: S)ie ©ffipfc 
ift Ort ber 3WitteIpunfte atter Äreife, 
bie einen geg. Jtreid berül^ren unb 
burd^ einen innerl^alb bed Jtreifed 
geg. $unlt ge^en. 

2)er SDlittelpunlt be8 geg. 
Greife« unb ber geg. ^unft finb 
bie Srennpunite, ber ^albmeffer 
bed geg. i^reifed ift bie Srenn- 
ftral^lenfumme. 

hiermit ift j. S. bie auf- 
gäbe: Sie @d^nittpun{te einer ©e^ 
raben mit einer burd^ Srennpuntte unb Srennftral^lenfumme geg. @(Iipfe ju it- 
ftimmen, ol^ne bie (SKipfe ju jeid^nen, ^urüdgefül^ auf bie Jtreidaufgabe: äluf 
einer geg. ©eraben ben üKittelpunIt eines Äreifeä ju beftimmen, ber burd^ einen 
geg. ^unft F' gel^t unb ben um F mit ber Srcnnftral^lenfumme befd^riebenen Äreiä 
berül^rt. SKittcte beS ju F' bejüglid^ ber geg. ®eraben fpmmetrifd^en $unfts 
unb beS ^oten^punlts ergeben ftd^ im allgemeinen jmei Söfungen, bal^er 

®a^: 2)ie SUipfe wirb von einer ®eraben il^rer @bene in l^öd^ftend jroci 
ißuniten gefd^nitten. 

3ug(eid^ folgt eine einfädle 3^i^^wng ber Sttipfe: 3i^^c i" bem um F 
mit ber Srennftral^Ienfumme befd^riebenen fog. SeitfeeiS beliebige ^albmeffcr FP, 
Derbinbe bie ©nbpunfte P mit F' unb errid^te ju biefen SSerbinbungSgeraben P F 
bie SWittellote. 35iefe treffen bie jugel^örigen §albmeffer FP in ^Punften bcr 
€IIipfe unb ftnb jugleid^ 2^angentcn in biefen ^ßunften, gemä^ 265). 




fmigeitff btx ^IRpfe. 

265. X unb X' feien groei benad^barte, nad^ bem legten SScrfal^ren be^ 
ftimmte ©Hipfenpunlte. Kommt X' bem ^unlt X' unenblid^ nal^e, fo wirb bie 
unenblid^ Heine ©ttipfcnfel^ne XX' jur SEangente im 5ßunlt X, bie ©nbpunfte 
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P' unb P ber §aI6mcffcr FX' unb FX fallen jufammcn, ballet amS) F'V unb 
F'P, fomic bcrcn 3Rittcnote. 2)aS aKittellot ju F'P gel^t fomtt burd^ X unb X\ 
ift alfo XaxiQtnit im 5ßunftc X. 35a btc S^angcnte alä §öl^e beS glcid^fd^enfUgcn 
SreiecfS F'XP ben SBinfel an bcr Spi|e l^albicrt, fo folgt 

®a^: 2)ic 2^angcnte ber ©Hipfc l^albicrt ben Slu^enroinfel ber Srenn^ 
ftral^Ien jum Serül^rungöpunft. 

6ine Slbleitung biefeä ©a^eä burcf) räumlid^e Setrad^tungen am Äegel 
'b^w. ßplinber fiel^e 330). 

2)ie ©erabe, bie ben 3öin!el ber S3rennftral^Ien felbft l^albtert, ftel^t auf 
ber 2^angente unb ba^er auf bem Umfang ber ©Hipfe fenfred^t. Sie l^ei^t 9lormale. 

Sebeutung ber 3?orma(e alä 6infaII§Iot: Sämtlid^e t)on einer in einem 
33rcnnpunft befinblid^en Sid^tquette auägefanbten Stral^ten werben am Umfang 
ber ßHipfe fo gefpiegelt, ba^ fie fid^ im anberen 33rennpun!t t)ereinigen. ®efe^ : 
Ginfattäminfel gleid^ StuSfattäminlel. hieraus erflärt fid^ bie SSejeidfinung Srenn- 
punit (focus). 

266. 2lufgabe: 3Son einem geg. 5ßunft P eine 2^angente an eine burd^ 
i^re Srennpunfte unb 33rennftral^(enfumme geg. ©Dipfe gu jiel^en. 

Söfung : 35er Äreiä um P mit P F' fd^neibet ben um F befd^riebenen Seit^ 
Ireiö in jroei fünften A unb B. 5Die t)on P auf F' A unb F' B gefättten £otc 
finb bie gefud^ten Söfungen. Seroeiä mittels 265. 



267. @inb X unb Y jmei Sagen ber bemeglid^en ®pi|e, für meldte bie 
T)eränberiid)en Srennftral^Ien ein 5{5arattelogramm FXF'Y bilben, fo folgt, ba 
fic^ bie diagonalen XY unb FF gegenfeitig l^albieren 

©a^: SlUe innerl^alb ber ©Hipfe liegenben Strerfen burd() bie 3)litte 
ier Srennroeite F F' merben in biefem ^unft l^albiert. Sie l^eifeen bal^er 2)urd;' 
meffer unb ber §a(bierungäpun!t l^ei^t 3KitteIpunft ber ©dipfe. 

268. fallen bie bemeglid^en ©e-- glg^ 14q 
geneien beö ^ParaHelogrammä FXF' Y 
Tiarf) TJ unb V in bie beiberfeitigen Ser- 
Xängerungen oon FF', fo gel^t 

FY = F'X über in FU = F V 

unb bie unoeränberlid^e Seitenfumme 

FX+FY = FV +FU 

= UV 

bedft fid^ mit ber fonft ftetö Heineren ^Diagonale XY. SDal^er ift UV ber größte 
35urd^meffer ober bie gro^e 2ld)fe ber ©Ilipfe. 

©auerbetf, Stereometrie. 10 
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9}lan bejcid^nct bte Sänge bcr großen ^albaä)\z mit a, bie ©utnmc ber 
Srennftral^lcn ift bal^cr gleid^ bcr großen Sld^fe 2 a. (= A C gemäfe ^tg. 138.) 

(Srrcici^t bie »eränberlic^e 2)iagonaIe XY, von einer größten Sänge UV an 
guerft ftetig abnel^menb unb l^ierauf roieber ftetig wad^fenb, bei einer 3)rel^ung 
um 180® bie alte Sänge Vü, unb umgele^rt, t)on VU au^gel^enb, fo mufe fie 
in ber 3KitteIftettung 90<*, bei welcher baö ^Parallelogramm jum SRI^ombuS mit ber 
Seite a mirb, einen fleinften 2Bert annel^men. ©iefer fleinfte ©urd^meffer SW, 
ba§ SJlittellot jur großen Sld^fe, Reifet bie fleine 2ld^fe ber @Uipfe unb 
i^re Sänge mirb mit 2 b bejeic^net. 

269. 35er 3la6)wzi^ eineä fteinften 35urcl^meffer§ lä^t ftd^ aud^ burd^ Se- 
trad^tung ber algebraifd^en Segiel^ung erbringen, burd^ meldte bie oeränberlid^en 
Seiten FX = m unb F' X = n beö ^Parallelogramms mit ber Srcnnroeite FF' = 2f 
unb bem 2)urd^meffer XY = 2t »erbunben finb. (Semäjs (54b) ift 

4P + 4t2 = 2(iii2 4-n2) 
roorauö 

4t2 = 2(in2 + n^) — 4P 

fomit 4t^ unb bal^er aud^ t ein fleinfter SBert (ein 3Kinimum), wenn m^ -j- n- 
ein SRinimum, ba f eine fid^ nid^t änbernbe Oröfee ift. $Run ift aber bie Summe 
m -j- n ber 33rennftraf)Ien unb bal^er aud^ beren Cuabrat m^ + ^^ + 2inn un- 
oeränberlidi, fomit m^ + ii^ ^^^ 9Jlinimum, wenn m.n ein gröjjter 2Bert (ein 
SKajimum), b. 1^. m unb n muffen alä Seiten eines 9led^terf§ beftimmt werben, 
baö unter atten Sted^tedfen t)om felben Umfang 2 (m + n) bie gröjste gläd^e m . n 
l^at. 2)iefer SSebingung genügt befanntlid^ nur baS Quabrat, ba^er 

FX + F'X 
m =^ n = :z = a 

unb fomit bie diagonale SW beä St^ombuS FSF'W oon ber Seite a ber 
fleinfte 2)urd^meffer. 

270. Sd^on auä ber B^i^i^w^^Ö '^^^ ©Kipfe, fobann auS bem 9iad^n)ei& 
eines 3JlitteIpunftS ergiebt fid^ mit §i(fe fongruenter red^twinfliger 2)reierfe 

Sa^: 2)ie beiben 3ldt)fen finb bie Spmmetriegeraben ber ßffipfe. 

271. 2luS A SOF ergiebt fid^ j^ifdfjen ber l^alben Brennweite f unb ben 
^albad^fen a unb b bie Sejiefiung 

a^ = b^ + f^ 

35aS SSerl^ältniS ber fialben Brennweite jur l^alben großen 2ld|fe l^ci|t 
(Ji'jentrijität *-. 
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3ie größer f, bcfto gröfecr bic 6jgcntri;\ität unb befto fladdcr bic ©Hipfe. 
Jür f = a erreicht e ben größten SBert 1 , bic ©Hipfc roirb jur ©erabcn (bic 
unbegrenzte gro^c äld^fc). 3e ficincr f, bcfto ficincr bic (Si^entrigität unb bcfto 
me^r nähert fid^ bic ©Hipfc bcm Ärei§. ^ür f = crrcid^t e bcn ficinftcn 
aBert *0, bic ßßipfc wirb ^um Äreiä. 

2)ie Sahnen ber Planeten finb ßttipfen mit fel^r Heiner (Sjjcntri^itttt, in 
beren einem 33rennpunft bic Sonne ftcl^t. (ßrftcö Äcplcrfd^cä ®cfe$.) 

2)ie größte ©jjentrisität , alfo eine am meiften t)om ÄreiS abroeid^cnbe 
Sal^n f)at ber planet SWarS. 

272. 35ic Spmmctricocrl^ältniffc ber GUipfc ergeben fid^ unmittelbar au§ 
folgcnbcn SSctrad^tungen am ßplinbcr (gig. 138 unb 141) : 

SlHc (Ebenen burd^ bic ß^Iinbcradfifc fd[ineiben ben ©runbfrciö foraol^I alö 
bic ©Kipfe nad^ 2)urd^meffern, benn bic ßplinbcrad^fc ift SKittcHinic ber 2^rapege, 
bic aU .2ldE|fenfd^nitte beä burd^ bic ßttipfe fd^ief abgefd^nittenen Gplinbcrä ent-- 
ftefjcn. 2)er ®d^nittpun!t ber 2lc^fc mit ber ßbene ber ©ffipfe ift bal^cr 9Ritte(= 
punft ber (enteren. 

6inc gur Orunbfrciöcbcnc parallele Qhznz hmä) fd^neibct bic ßHipfc 
nadl) bcm 3)urd^meffer SW, ber jugleid^ ®runb!rciöburd^meffer ift. 6r ift bic 
fleinc Sld^fc ber ß'llipfc, benn Keiner als ber ^ux ßplinbcrad^fc fcnlrcd^tc ©runb^ 
frelöburd^mcffer lann innerl^alb beä Gplinbcrä feine bic ß^linbcrad^fc fd^neibenbc 
Strecfe gebogen merben. ©cnaucre 33egrünbung burd^ 33etrad()tung rcd^troinfliger 
2)reicdfc. Somit 

®a|: 35ie Heine 2ld^fe ber (SHipfe ift gleid^ bcm ©runbfrciäburd^mcffcr 
unb läuft parallel ber Sd^nittgeraben ber (Sbenen ber ©Hipfc unb beä ®runbfrcife§. 

2)ie 3Sergleid[|ung ber Sld^fcnfd^nitttrapejc (^ig. 141 unb 141a) ergiebt 

©a|: 35er gur ®benc ber ©Hipfe fcnfred^te 3ld^fenfd^nitt fd^neibet bic 
©Eipfe nad^ ber großen 2ld^fc 

unb beftimmt, mennU'V fid) felbft parattcl burdf) U oerfd^oben mirb, ein 
reci^tn)inflige§ 2)reiedf, in mcld^em bic gro^e 3ld^fe UV = 2a §ppotenufc, eine 
^atl^etc gleid^ bcm ®runb!reiäburd^meffer U' V = 2r unb ber von biefen beiben 
Seiten eingefd^loffene 3Bin!el ber Äcilroinlcl <^ a ber (SUipfen-- unb ©runbfrci§= 
ebene ift, baljer 

2a = '^ 



COS cc 



2)ic beiben ju cinanber fenfrcdf)tcn 2ld^fenf d^nitte , meldte bic Sld^fen ber 
©ttipfe auäfd^ncibcn , l^ei^en §auptad^fenfd^nitte beä ßplinbcrä. Sie projizieren 
bie 3(d)fen ber ®llipfc fenfred^t auf eine beliebige ©runbfrciScbenc als groei gu 
einanber fenfrcd^te ®runbl»iöburtl|meffcr. 

2luS ben ^arattclfd^nittcn ju ben beiben §auptad^fenfd^nitten folgt bie 
Symmetrie ber GHipfe bejüglic^ il^rer 2ldt)fen. 



^teis nnb ^ttipft in ^aralCttptxfftMivt. 

273. ®et Bon her G&ene ber (SSipfe fcfiief abgegrenjte (enfrec^te Äreiä^ 
cqlinbet roirb oon bet ^ParoffeleSenenfi^at num ^aupta^fenfc^nitt 

a) ber tieinen gBipfena^fe S W nac^ 9teä)Uden gefclinitten, j. 33. Slei^tecE 
MLL'M'. ^ie jur {leinen SKipfenoi^fe parallelen @Qip[enFe!)nen unb 
§aI6fe^nen projijteren fic^ ba^et fenlw(^t auf eine belietige ©runb^ 
fteiäebene in matiiei ©rbge unb lönnen oIS 6el|nen bejra. ^albfe^nen 
beä ©runbttcifeS bettai^tet roerben. 

Sig. 141. 
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b) ber großen eßipfenac^fe TJ V nad^ 2:tai)ejen gefd^nitten, f,. S. 2:rape( 

HH'L'L. 3)entt man fi^ bie ©runbireiöetene paraDel butd^ ben 

(SÜtpfeninittelpunft oerfc^oben, fo folgt auä bet Sfe^nlic^feit ber 

entfte^enben tei^troinHigen IHreiedte, beten einer fpt§er Sin!e[ ber Seil= 

niinfel -^ « ift: 

©a§; 2lie jur großen adjfe bet GIlipfe Sia- U2. 

fiataKelen @et|nen unb $albfetinen flehen ju ben 

Jlteiäfe^nen unb ^albfe^nen, als meiere fie fic^ 

auf eine beliebige ©runbtteiöebene fenlrett)! pto^ 

jijieten, in einem unoetönberÜi^cn 5ßet^äItniS 

OV 

O'V 

[omit 

Sa(f : 5ßettängett man bie fenftei^t jum -Duti^meffer eineä Äteifeä gezogene 
^ataHelenfc^üt oon §a[bfe^nen im fetben 2?erf(ältniä, fo enlfte^t eine @Eip[e. 

^ig. 142 fann entftanben gebadit roerben butd) UmEIappung bet @Qipfe 
um i^re üeine 3trf)te in bte butd^ leitete gelegte ©tunbtretSebene beä ß^linbets. 



KL 
' K'L' 



= fonft. (= 
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274. Setrad^tet man bic 3KantcIlinicn bcS fcnfrcd^tcn Ärciäc^Iinbcrä ober, 
wtnn bie @Kipfe als ©runbfläd^c genommen wirb, beS fd^iefen effiptifd^en G^Unberä 
atö projijierenbe ©trauten, fo folgt 

Sa^: 2)er Sreiä ift bie fenfredEite ^ßaraHelproieltion ber ©Kipfe unb leitete 
bie fd^iefe ^arattelprojeftion beS ÄteifeS. 

275. SSergröfeert man beibe Slbftänbe eineä ÄreiSpunft§ H' oon ben ju 
einanber fenfred^ten Äreiäbutd^meffern U'V unb SW im felben 3Serl^äItni§ 1 :ii, 
fo ift ber neue $unft B.", bem biefe oergrö^erten 2tbftänbe juge^ören, ber ©nb* 
pun!t beö im felben 3Serl§ältniS oergrö^etten §albmefferg OH' unb liegt fomit 





auf bem Äreiä um 0, beffen §albmeffer bie gro^e §albad^fe OU berjenigen 
©Bipfe ift, beten 5Pun!te burd^ SSergröfeerung ber ^araHelfel^nenfd^ar gu UV im 
55er^ättnig l:n erl^alten werben. %äüt man bal^er H"Nj_UV unb oer^ 
(ängert KH' big jum ®d^t]iitt mit H"N in H, fo ift H ein $unft biefer 
GUipfe, benn 



2)a aber 



H'K 
HK 

H"N 



H'O 
H"0 

H"0 



1 

n 

n 



HN "" H'O ~ 1 

fo erl^ält man benfelben 5}Junft H, wenn man bie ju UV fenfred^te §albfel^ne 
bcS über ber großen Sld^feUV ber Sllipfe befd^riebenen ÄreifeS im umgef eierten 
33erl^ältnig oerfteinert, fomit (^ig. 14:3 a) 

Sa^: 35erfürjt man bie parallelen ^albfel^nen eineä Äreifeä im felben 
3?er]^ältniä, fo entftel^t eine (Sllipfe. 

^rage: 2Bo fd^neiben fid^ bie ©eignen HS unb H"C in gig. 143a? 



276. Stäumlid^ roirb biefe 3Serfürjung erjeugt, menn man bie (Sbene be§ 
Äreifcg um beffen 2)urd^meffer UV als 3lc^fe au^ ber Gbene ber SHipfe l^erauS- 
brc^t um einen SÖBinfel <^ cc, ber burd^ baä SSerl^ältniS ber äld^fen ber ßttipfe 
bcftimmt ift, 

cos a = 



HN 



H'O 



CTU 



H"N "" H"0 " 

bann fommt H" fenfredj)t über H ju liegen, fomit, ba nunmehr Äreiö unb ©tlipfe 
als Sd^nitte eines unb beSfelben ßplinberS Ibetrad^tet merben fönnen. 
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©a$: 2)ie (Sttipfc ift bie fcnf redete ^avaUcIprojcftton bcS Ärcifcg, ber 
Ärciä bie fd)iefe ^arattelprojeftion bcr ßllipfe. 

2)cr projtjicrcnbc ßplinbcr fann als fenfred^ter ettiptifd^cr ober afö fd^tefcr 
Äreiöc^Iinber betrad^tet roerben. 

277. Scitet man an^ einem ÄreiS K jroei eilipfen E, unb E2 ab, baburd^ ba^ 
man eine 5ßaraffelenfd^ar t)on ^albfel^nen beä Äreifeö im SSerl^ältniä 1 : n unb 1 : m 
tjetgrö^ert bejro. t)erlürjt, fo [teilen bie ben ©ttipfen E^ unb E2 jugel^örigen ^alh- 
fernen biefer ©d^ar im SSerl)ä(tniS n : m unb man lann fid^ E2 unb Ei abgeleitet 
benfen, baburd^ bafe man bie $aralle(enfd^ar t)on §albfel^nen ber Gttipfe Ei im 

felben 3Serl^äItmS n : m ober 1 : — oergröfeert bejro. oerfürjt, bal^er 

Sa^: SSerlängert ober rerfürjt man bie ju einer 3ld^fe ber ßttipfe paralTete 
Sd^ar §albf eignen im felben 3Serl^äItniä,'fo entfielet roieber eine ßllipfe. 

278. . ©tettt man auS einer ettipfe E| mittels ber aSerJ^ältmfje 1 : p 
unb 1 : q jroei neue ©Hipfen E2 unb E3 l^er unb brel^t (entere um il^re jemeitige 
mit E , gemeinfame Sld^fe auä ber ßbene Ei um bie Söinlel <^ a unb -^ ß, 
beftimmt burd^ 

cos a = ~ unb cos /9 = — (v> ^, Q > 1) 
p ' q '^ ^ 

fo fönnen Ej unb E3 als ebene ©d^nitte eines über Ei errid^teten fenf redeten 
ettiptifdtjen 6plinberS betrad^tct werben, ober nimmt man E2 jur ©runbfläc^e, fo ift 
E3 ein ebener ©dtjnitt beS über E^ ftel^enben fdfiief^n eHiptifd^en GpIinberS, ba|&er 

©a^: 3eber beliebige eHiptifd^e Gplinber wirb oon einer beliebigen ßbene 
nad^ einer ©Hipfe gefd^nitten ober 

©a^: '^ziz (SUipfe proji^^iert fid^ parallel roieber als ©Hipfe. 

279. ©d^neibet man bal^cr einen fd^iefen ettiptifdien ßplinber burd^ eine 
j^u ben 3Kantellinien fenf redete 6bene, beftimmt bie 2ld^fen a unb b ber ent- 
ftanbenen ©d^nittellipfe E, brel^t bie ßbene berfelben um bie gro^e 2ld^fe nad; 
beiben ©eiten oon E um einen 2öin!el <^ et, roeld^er fid^ als ber oon ^ppotenuf e a 
unb Äat^ete b eines red^troinfligen 2)reiedPS eingefc^loffene SBinfel auS einer hieben- 

figur ergiebt ( cos c^ = — 1, fo erl^ält man groei j^u E fpmmetrifd^e Ärcis^ 

fd^nitte, bal^er 

©a^: ^eber beliebige elliptifd^e ßplinber befi^t gmei gur 2ld^fe fgmmetrifdje 
ÄreiSfc^nitte, b. 1^. er ift ein ÄreiSc^linber. 

280. 5DaS Hauptergebnis ber Unterfu^ungen 278—279 ift fomit auS^ 
gefprod^en in bem 

©a$: ^t'oz beliebige ßllipfe fann als ^^Jarattelprojeftion eines ÄreifeS Bc= 
trad^tet werben. 



Umbre^ungdfläd^en. 



151 



SScifpicIe. 

281. 1. Slufgabc: 2)ic ^araUcIprojcftion eincä Ärcifcä ju jcic^ncn, wenn 
gegeben ift bie Slffinitätäad^fe unb baä Silb P' etncä Äreiäpunftä P. 

®aä SSerfal^ren nadfi ben Sä^cn ber 5JJaratteIperfpeItit)e liefert eine ©Hipfe. 
5Da groei ^ufammenfaHenben Äreiäpunften jroei jufammenfattenbe ©ttipfenpunfte 
cntfpred^en, fo finb bie Xangenten in entfpred^enben fünften beiber ÄutDen ent^ 
fpred^enbe ©erabe. 2)urci^ 3^icl^"wng ber Äreiötangente in bem, einem Sttipfen^ 
punit entfpred^enben ÄreiSpunft ift bal^er aud^ bie Tangente im ßttipfenpunft 
beftimmt. SSgl. gig. 12 unb 147. 

282. 2. Slufgabe: 3»" einem geg. $unft P einer ®ffipfe bie 3^angente 
5u jeid^nen. 

3)ag Sot PE j_ AB treffe ben über ber grofeen Sld^fe AB befc^riebenen 

$albfrei§ in P', bann finb P unb P' parallelperfpeftit) jugeorbnete 5ßunfte. SScr-- 

binbe bal^er ben ®d)nittpun!t T ber Sld^fe unb ber in P' gegeid^neten Äreiö- 

tangente mit P. gig. 144. 

Sig. 144. 




283. 3. Stufgabe: 2)ie algebraifc^e Sejiel^ung l^erjuleiten , bie jroif d^en 
t)en 2td^fenabftänben eineö ßUipfcnpunItä beftel^t. 

5Die Sld^fenabftänbe beä 5ßunftä P ber eUipfe feien P E = y unb E = x. 
2)ann ergiebt bie Sejiel^ung 275) in gig. 144: 

P'E /C0\ a ^ . , P'O^ — OE 



a 



PE*^ 



ober 



tüorauä 



a 



a 





y 


2 




b» 


x^ 
a'* 


+ 


b' 




1 



^a nur biejenigen fünfte, beren Slc^fenabftänbe biefer Sebingung genügen, auf 
ber 6llipfe liegen, alle anberen bagegen entroeber innerl^alb ober aufeerfialb, fo 
l^ei^t obige allen ©Hipfenpunften gemeinfame Sejiel^ung 



-f 2 - + -f^ = 1 i>ie „©leic^ung" ber eHipfe. 



Seite bie ©leid^ung ber @ttipfe ah, auögel^enb oon ber ©genfd^aft 262. 1. 
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"^axattetostamm mit um- unb tlnbtfd^tUttntx ^Bipft. 

284. SebeS beliebige, ber Gttipfe umfd^riebene ^Parattefogramm tft ba§ 
parattelperfpeltioe 93ilb eineä bem Jlreiäfd^nitt beä projijietenben G^linberä um- 
fc^riebenen St^ombuS. 

35a ein unb baäfelbe ^araffelogramm alä ^araffelprojeftion unenbltd^ Dieler 
Sl^omben betrad^tet roerben fann, bie mit bem Parallelogramm eine Seite gemein 
l^aben, jebem biefer Stl^omben aber ein anberer einbefd^riebener Äreiä entfpric^t, 
fo folgt 

®a^: ^titxn ^Parallelogramm laffen fiid^ unenblid^ mele ßHipfen cinbe^ 
fc^reiben. 

©renjfätte finb bie beiben I)iagonaIen. 

ßugleid) ergiebt bie ^ParaHelprojeltion: 

2)ie Serül^rungäpunfte einer einem Parallelogramm einbefd^riebenen Sttipfe 
finb bie ®dEen eines Parallelogramms, beffen ©eiten ben diagonalen beS um- 
fd^riebenen ^araHelogrammä parallel ge^en. 

2)er 3Kittelpunft ber ©llipfe ift 2)iagonalfd^nittpun!t forool^l ber um- afe 
ber einbefdfiriebenen ^Parallelogramme. 

285. 3lufgabe: @inem ^Parallelogramm eine ßllipfe einjubefd^rciben, bie 
eine ©eitc AB beäfelben in einem geg. $unft P berül^rt. 

©rrid^te über AB ben Sl^ombuö, beffen Qlnfreiä AB in P berührt: 2)er 
^alblreiS über AB trifft baS £ot in P auf AB im SKittelpunft beö 3;nfreifeä. 
Setrad^te ^Parattelogramm unb ©Hipfe alä ^ParaHelprojeftion biefeö SR^ombuä unb 
feines ^nfreifeS. AB ift atffinitätäadjfe. SSergl. gig. 147. 

^oniuiiexU '^ux^meffex. 

286. 2)ie SDlitten paralleler Äreiäfel^nen liegen auf bem gu biefen Seltnen 
fenfred^ten ®urd^meffer. 3)a^er folgt burd; ^arattelprojeftion (^Jig. 145) 

© a$: 3)ie 3)litten ber ^u einem 2)urd^= 
"^Ö* ^^^' meffer parallelen ®llipfenfe^nenfd^ar liegen 

mieber auf einem 3)urd^meffer. 

35eibe 2)urd^meffer finb bie ^Parallcls 
projeftionen jroeier ju einanber fenfred^tcr 
ÄreiSburd^meffer unb l^ei^en bal^er fon- 
jugierte ober i^ugeorbnete 2)urd^' 
meffer ber ©Hipfe. Dbiger ©a^ lautet 
bann mit anberen 2öorten: 

©a^: 2)ie ju einem 3)ur(^mef{er paraU 
lele ßUipfenfel^nenfd^ar wirb »on bem fonjugierten 3)urd^meffer l^albiert. 

aSirb bie ©el^ne jur 2^angente, fo folgt 

©a^: 2)ie 2^angenten in ben ßnbpunften eines 2)urd^mefferS finb bem ju^ 
georbneten ©urd^meffer paraHel. 
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Cbcr: 35ic SBerbinbungSgcrabc ber Scrül^runöSpunlte groeier \>axaUtkx 
3^angcnten ift jugcorbnctcr ©urd^mcffer ju bcm ben S^angentcn parallelen 3)urc^5 
meffer ber ©ffipfe. 

ßnblici^ folgt burd^ paraHelperfpeftioe Uebertragung ber entfprec^enben SSer- 
l^ältniffe am Äreiä 

©a|: 3)ie in ben ©nbpunften einer SUipfenfe^ne gejogenen 3^angenten 
treffen fid^ in einem $unft beS ber Seltne bejm. i^rem parallelen 3!)urd;meffer 
gugeorbneten 2)urci^mefferS. 

287. ^titm Äreiö laffen ftc^ unenblid^ üiele Duabrate um* bejro. ein- 
bcfd^reiben. 2)ag parattelperfpeftioe 93ilb jebeä biefer Duabrate ift ein einer 
Gttipfe um- bejro. einbefd^riebeneS ^Parallelogramm , beffen Seiten fonjugierten 
3)urd^meffern parallel finb unb l^eijjt um^ bejm. 
einbefd^riebeneS Äonjugiertens^Parattelogramm ber 
eHipfe. 35ie Serül^runggpunfte finb bie Miittn 
ber Seiten. 5Die ©Hipfe felbft l^eigt ^aupt-- 
ellipfe. 

Unter allen ©llipfen, bie einem ^arattelo-- 
gramm einbefd^rieben werben fönnen, ift bie 
^auptellipfe bie einjige, für roeld&e baS ^aral^ 
lelogramm ein Äonjugierten-^^araHelogramm ift. 

Sie l^at bie größte ^läd^e, benn nad^ ber einen mie nad^ ber anberen diagonale 
beg Parallelogramms l^in fid^ oeränbernb, gel^t fte in einen fleinften SBert, bie 
35iagonalc felbft, über. 

288. 35a fämtlid^e um^ bejm. einbefd^riebenen duabrate beä Äreifeä je 
fläd^engleidf) finb unb biefelbe Steigung gegen bie Silbebene l^aben, fo folgt burd^ 
^arattelprojeftion 

Sa^: Sämtlid^e einer (SHipfe um^ bejm. einbefd^riebenen Äonjugierten^ 
^Parallelogramme finb je fläd^engleid^. 

@emä^ ber Segripbeftimmung fonjugierter 2)urd^meffer folgt ferner 

Sa^: 2)ie diagonalen ber Äonjugierten^^arallelogramme finb fonjugierte 
5Durd^meffer. 

Unb fd()lie^lid^ iuxä) parallelperfpeltioe Uebertragung ber entfpred^enben 
aSerl^ältniffe am Äreiä 

Sa^: 2)ie Sd^nittpunfte ber diagonalen eineä umfd^riebenen Äonju- 
gterten?518arattelogramm§ mit ber ©Uipfe finb bie ßdfen eineö einbefd^riebenen, 
5um umfd^riebenen ä^nlidfjen Äonjugierten^^araHelogrammS. 

Unb: 2)ie SKitten ber Seiten eines umfd^riebenen Äonjugierten^^aratlelo- 
grammS finb bie ®dfen eines einbefc^riebenen Äonjugierteui^arallelogrammS. 
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^eflimmnni$flüAe her ^ttipfe. 

289. 2lKgemein rocrbcn alle ßigcnfd^aften bcr Sage burd^ ^ParaUelprojcItion 
t)om Ärci§ auf bie (SHipfe übertragen. @ä gelten ba^er für bie ©ITipfe ins^ 
befonbere aud; bie ©ä^e be§ 5ßaScal unb beä Sriand^on mit t^ren Sonberfätten. 
2luä i^nen folgt, ugl. 295), 

Sa^: ®ie ßUipfe ift burd^ fünf uoneinanber unabl^ängige SSebingungen 
einbeutig beftimmt. 

^(ä($e ber ^ttipfe. ^nabtatnx. 

290. SDJa^bejiel^ungen am Äreiö bleiben in ber $arattelperfpeftit)e nur 
bann erl^alten, wenn e§ fid^ um bie Uebertragung t)on SSerl^ältniffen l^anbelt. 

Sebe ßHipfe mit ben .^albad^fen a > b ift bie fenfred^te ^ParaHelprojeltion 
eine§ ÄreifeS vom ,!§albmeffer a, beffen (Sbzm gegen biejenige ber ©ötpfe um 

einen burd^ — = cos c^ beftimmten 5ßJinfel <^ a geneigt ift. S)a bie Äreiö^ 

a 

fläd()e 7t a,^ pr ©Uipfenfläd^e E im felben SSerl^ättniä ftel^t, mie jebeg bem Äreiö 

umfd^riebene duabrat ju feiner ^Projeftion , b. 1^. bem Äonjugierten^^ParaKelO'- 

gramm, ba§ im befonberen in baäjenige Sled^tedf übergel^en lann, metd^eä bie 

Sld^fen ber (SHipfe ju Seiten l^at (n)eld()eä ift jenes unoeränberlid^e 3Serl^ältni§?), 

fo folgt 

TtSL^^iE = (2a)^2a.2b = a:b 
fomit 

E = Ttsi^ . — = :7rab 
a 

@benfo t)ätte man fagen fönnen, (SUipfe unb Sonjugierten-^arallelogramm [teilen 
im felben SSerl^ältniö wie Äreiö unb Quabrat, bal^er, wtnn c unb d gmei unter 
<^ /9 |\ufammenfto^enbe fonjugierte 3)urd^meffer finb, allgemein 

E : sin /? . cd = Tta,^ : (2a)' = n : 4: 
morauS 

E = —T^ sin /5* . c d 

inSbef onbere , it)enn baö Sonjugierten^^arallelogramm gum Sled^tedt mirb, b. l). 
bie lonjugierten 2)urd^meffer bie §u einanber fenfred^ten ßHipfenad^fen 2 a unb 
2 b finb, 

E = -^ sin 90« . 2a . 2b = .Tab 

SBirb a = b, fo erl^ält man bie ßrei§fläd;e ;ra^ 

Seifpiele. 

291. 1. Seifpiel: (Sine ©Hipfe liege gejeid^net x>ox. ^\)xz 3ld^fen ^u 
beftimmen. 

Söfung: 2)ie 3Serbinbung§gerabe ber 3Kitten gmeier beliebiger aber paral- 
leler Seltnen ift ein Surd^meffer, bie 3Jlitte beSfelben bal^er ©llipfenmittelpunlt. 
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Sig. 147. 



@tn um leiteten al3 3Ritte(pun{t befd^riebener jlretd fd^neibet bie (SUipfe in ben 
mer ßdfpunftcn cincö Stcc^tecfö, bcffen ©citen ben äld^fen parallel finb, bcffcn 
3)iagonalcn ju ben 3Ccl()fen f^mntetrifd^ liegen. 

292. 2. Seifpiel: 6inem geg. Parallelogramm bie §auptellipfe einju^ 
jeid^nen. 

Söfung: äSetrad^te baS Parallelogramm als ^araSelprojeltion eine3 über 
einer ^ParaHelogrammfeite ge^eid^neten Duabratö, fo ift bie gefud^te Gllipfe bie 
^arattelprojeltion beö bem Quabrat einbefd^rie^ 
benen ÄreifeS. aiffinttätSad^fe ift bie gemein^ 
fd^aftlid^e Seite. 3)a bie 3Kitten ber Seiten 35e= 
rü^rungöpunlte finb, fo genügt eS in ben meiften 
fällen, um bie ©Hipfe fidler gu jeic^nen, i^re 
Sd;nittpun!te mit ben 2)iagonalen beg ^araffelo« 
grammS nebft ben 2^angenten in biefen ^fünften 
burd^ ^arattelprojeftion au^ bem Kreiäbilb ju 
bcftimmen. ©ottte man je mit biefen a(^t Xan= 
genten unb il^ren Serül^rungSpunften nid^t an^- 
reid^en, fo ^iel^e man an ben Äreiä weitere 
2^angenten unb bilbe biefelben parattelperfpeftio 
ab mit i^ren Serül^rungäpunften. 

93etrad^te nebenftel^enbc ^igur förperlid[) 
alä ©djnitt eineö fd^iefen ÄreiäcplinberS mit einer 
ßbcne. 2lngenommen Silb-- unb Äreiäebene fte^en fenfred^t -^u einanber, beftimme 
ben 2ßin!el ber parallelen ^rojeftionöftral^len mit ber Silbebene in wahrer ©röfee? 




293. 3. SBeifpiel: 3ln eine ©llipfe eine Xangente j\u jiel^en parallel einer 
geg. ©eraben ber dhznt ber Gllipfe. 

Söfung : 3^^^^ '^^^ jwr geg. ©eraben parallelen 3)urd^meffer unb jeic^ne in 
ben 6nbpun!ten beä fonjugierten 3)urd^mefferö bie parallelen jur geg. ©eraben. 

Ober: Setrad^te bie Gllipfe nebft einem il^r umfd^riebenen Äonjugierten^ 
^Parallelogramm alö ^arallelprojeftion eineä Guabratö mit einbefd^riebenem Äreiä. 
Scftimme in ber Äreiöebene biejenige ©erabe, beren 3lbbilb bie geg. ©erabe ift. 
3iel^e f\u erfterer bie parallele Äreistangente, fo ift beren paraltelperfpeftioeg 93ilb 
bie gefudf)te ©erabe. ^wü Söfungen. 

294. 4. 33eifpiel: 2)ie "Surd^bringungöfurüe jtoeier beliebiger, mit i^ren 
©runbfläd^en auf berfelben Qitnt fte^enber, eHiptifd^er ober ßreiäcplinber ju 
j^eid^nen, b. \). fämtlid^e fünfte |\u beftimmen, in benen fid^ bie SWantellinien 
bciber ^läd^en begegnen. 

Söfung : 3e gmei fid^ in einem ^unft ber gefudjiten ©d^nittlinie fd^neibenbe 
Grjeugenbe beiber ß^linber liegen in einer ju ben 2ld^fen beiber Gijlinber parallelen 
Gbcne. Sd[ineibe bal^er beibe ßi^tinberfläd^en burc^ eine ^u biefen 2ld()fen parallele 
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ßbcncnfd^ar: I)iefc crjcugt in ber gemeinsamen ©runbcbcne eine ^araUclfcfantcm 
fd^ar, jebe biefer Sefanten beftimmt im günftigften %a\i jroei ^aax 3RanteIIinien 
unb fomit t)ier fünfte ber gefud^ten Rnxvt. 

3)ieienigen 3)JanteUinien , roeld^e bie Umriffe eineä ß^linberä bilben, er-- 
fd^einen in ber ^Jigur alä 2^angenten ber ©runbfläci^e , [teilen alfo je groei ju* 
jammengefaUene 3Rantellinien bar. ®ie Äurpe berührt bal^er bie mx Umri^- 
mantellinien beiber ß^linber, au^erbem ober aud^ bie Serül^rungSmantellinien 
berjenigen QUmn ber ^araHelfd^ar, bie für ben einen ober anbcren ber ß^linber 
Scrül^rungäebenen werben. 

295. 5. Seifpiel: ©egeben fünf fünfte einer eOipfe. 3Beiterc fünfte 
ber ßHipfe aufjufinben. 

Söfung mittels beS ©a^eä von 5ßaScal: 2)ie ©d^nittpunfte ber brei ?Paar 
(Segenfeiten eines einer ®llipfe einbefd^riebenen ®e^nenfed()SerfS liegen in einer 

©eraben. 
gig. 148. Um von einer Seite auS nad^ ber 

©egenfeite ju gelangen, l^at man bie ^roei 
näd^ftfolgenben Seiten auSjulaffen. 35ie 
geg. fünfte feien 1, 2, 3, 4, 5. Sielte 1 2 
unb 54 bis jum ©d^nitt in X. Gin be^ 
liebiger Strahl g burd^ 5 treffe 2 3 in Y. 
Sielte X Y bis jum ©d^nitt mit 34 in Z, 
fo beftimmt 1 Z auf g einen 6. ^un!t ber 
ßHipfe. 9iad^ biefem SSerfal^ren laffen ftd^ 
fämtlid^e weiteren fünfte ber ©llipfe als ©d^nittpunfte jroeier ©tral^lenbüfd^el mit 
©pi^en 5 unb 1 beftimmen. 

©onberfäHe, wenn bie ©eiten beS ©el^nenfed^SerfS ju 2^angenten werben? 



3)ie ÄegeCffäi^e. 

#r}eit0ttttg. 

296. 2)re]^t fid^ eine ©erabe, bie fogen. ßrjeugenbe, ftetig nac^ irgenb 
einem beftimmten ©efe| um einen il^rer fünfte als feften 3)rel^punft, fo bc* 
fc^reibt fie eine ftetig gefrümmte Slegelfläd^e, bie biefen ©rel^punft jur ©pi^e f)at 
unb allgemein als Äegelfläd^e begeid^net wirb, ^n il^rer ganjen SluSbel^nung bc= 
ftel^t fie aus jroei mit ber ©pi|e gufammenl^ängenben ©d^eitelf egelfläd^en , beren 
jebe fid() ins Unenblid()e erftrerft. 

Die einfad^fte biefer ^läd^en entftel^t baburd^, ba| bie eine oon jroei ftc^ 
fd^neibenben ©eraben, bie Grgeugenbe, fid^ fo um ben ©dS)nittpun!t S brel^t, ba§ 
fie mit ber anberen feften ©eraben, ber fogen. Sld^fe, ftetS benfelben 3Binfcl 
bilbet. tiefer unoeränberlid^e SBinfel l^eifet erjeugenber SBinfel. 3eber 5ßunft A 
ber ßr^eugenben befd[)reibt bei biefer Drel^ung einen ÄreiS, beffen ^albmeffer ba§ 
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Dom $un!t auf bic äld^fc gefaßte Sot AO ift; im 
^u^punft 0, bem SKittelpunft be« Äreifeä, fielet bie 
Qbzm beäfelben jur STdjife fenlred^t, bal^er ift bie 
in A gcjeid^ncte Äreiätangente t 

t J_ OS unb ba t ± OA 
fo folgt 

t J.(AOS) fomit t J_ AS, b. 1^. 

©a^: 3n allen il^ren unenblid^ fielen Sagen 
fd^neibet bie ©rjeugenbe fämtlid^e, von il^ren einzelnen 
fünften befd^rieBenen ^arallelfreife red^troinflig. 2)ie 
erzeugte %lää)t f)tx^t ba^er ;,fenfreci^te ÄreiSfegelflad^e". 

2luf biefer %lä(S)t lönnen fonad^ mit Sineal unb S^xM jroei fid^ ted^t^ 
n)in!Iig fd^neibenbe Sinienfd^aren gejogen werben : baä ßrjeugenbens ober 50lantel= 
[inienbüfd^el unb bie 5ßarafielfreif e , le^tere mit ber ©pi|e be§ Äegel§ al§ 
SKittelpunft. 

297. SluQ ber 3lrt ber ©rjeugung folgt 

©a^: ®ie ^albmeffer atter ^arattelfreife, nad^ benen bie fiegelfläd^e oon 
ben jur Sld^fe fenfred^ten (Sbenen gefd^nitten wirb, finb proportional ben von ber 
©pi^e au§ gemeffenen 2lbfd^nitten ber ©r^jeugenben bejro. ber 3ld^fe. 

Ober: 2)ie fenlred^te ÄreiSfegelfläd^e ift Ort affer fünfte, beren ©nt-- 
femungen »on einer feften ©eraben (2ld^fe) unb einem feften 5|5unft ber le^teren 
(Spi|e) ein unoeränberlid^eä SJerl^ältniä l^aben. 

298. ®a^: 3)er Drt für bie ©nbpunfte affer ©tredfen gleid^er Sänge, 
bic non einem geg. ^Punft nad^ einer geg. Qbtm gebogen werben fönnen, ift ber 
um ben ^^punlt beä rom ^Punlt auf bie (^btnt gefäfften Soteä befd()riebene 
Äreiä, beffen §albmeffer bie burd^ ein red)tn)infligeä 2)reiedf mit ber geg. ©tredfe 
alö §9potenufe unb bem gefäfften Sot alä fiatl^ete beftimmte anbere Äatl^ete ift. 

2)er geg. $unft ift bie ©pi|e, baä Sot bie 2tc^fe unb ber gefunbene Ort 
ein ^ßaraffels ober (Srunbfreiä eines fenf redeten fireiäfegelS. 

299. 2)a ber §a(bmeffer beä ©runbIreifeS bie ?ßroje!tion ber ^ugel^örigen 
^Jlantellinie unb ber Don beiben eingefc^Ioffene SBinfel baä Komplement beä er^ 
gcugcnben SBinfefö ift, fo folgt ferner 

©a|: 3)ie fenf redete Äreiäfegelfläd^e ift Drt affer ©eraben oon einem 
^unlt nadji einer ßbene, bie mit le^terer einen geg. SBinfel bilben. 



^Bene ^d^nitte bntcQ bie $pi^e. 

300. ®a jroei SKantellinien eine ßbene beftimmen, fo wirb bie fenfred^te 
ÄretSlegeIfIäd(ie von einer burd^ i^re ©pi^e gelegten 6bene im affgemeinen nad^ 
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j\tt)ci ©craben (ßrjeuöcnben) gcfd^nittcn. ©inb Sig. 150. 

ba^cr bic ©c^mttpunftc einer geg. ©eraben mit 

ber Äegelfläd^e ju beftimmen, fo f)ai man mit 

anbeten SBorten biejenigen 5WanteIlinien auf^ 

§ufuc^en, roeld^e bie geg. ©erabe fci(ineiben, unb 

ba fämtlid^e 50lanteKinien burd^ bie Spi^e gelten, 

fo muffen bie gefud^ten in ber burd^ bie geg. 

©erabe unb bie ®pi|e beS ÄegelS beftimmten 

^btm liegen, ©d^neibet biefe ßbene bie ßbene 

eines parallel-- ober ©runbfreifeS 

a) nad^ einer Seltne, bie Äegelfläd^e fos 
mit nad; jmei ju ben ©nbpunften ber 
Seltne fül^renben ^Rantellinien, fo trifft 

bie geg. ©erabe bie Segelfläche bejro. bie über bie Spi|e i^inauS er- 
meiterte ©d^eitelfegelfläc^e in ben beiben 6d^nittpunften mit biefen 
SKantelHnien, gig. 150, 

b) nad^ einer 5Eangente an ben ©runbfreiö, fo l^at bie ßbene mit ber 
Äegelfläd^e nur bie eine ^nm 33erül^rungSpunft ber ©runbfreistangente 
fül^renbe 50lanteninie gemein unb ift bal^er Serül^rungäebene, fomit 

©a|: Sebe SerüJ^rungöebene an eine fenfred^te Äreiäfegelfläd^c gel^t burd^ 
bie Spi^e beö Äegelä, berül^rt ben Äegel nac^ einer SRantellinie unb fd^netbct 
bie Qbtm eines ©runbIreifeS nad) einer 3^angente in bem bem ©runbireiö an- 
gel^örigen $unft ber SSerül^rungSmanteUinie, %\%. 150 a, 

unb ba bie 35erül^rung§manteUinie an^ j\mei ^u^ 
fammengefaltenen 3JlanteUinien J^eruorgegangen ju beulen 
ift, fo folgt ferner 

©a^: 3ebe ©erabe einer 93erül^rung§ebene berül^rt 
bie Äegelfläd^e in i^rem ©d^nittpunft mit ber SSerül^rungSs 
mantellinie, 

ober: ©oH eine ©erabe eine Äegelfläd^e berül^ren, 
fo mufe fie in einer 33erül^rung§ebene liegen. 

c) nad^ einer ©eraben aufeerl^alb beö ©runbfreifeä, fo 
l^at bie (Shtm mit ber Äegelfläd^e nur bie ©pi^e 
gemein. 35ie geg. ©erabe trifft bie Äegelfläd^e nid^t. 

301. 2)a 33erül§rungämanteninie fomol^l als ©runblreisl^albmeffer jur 
©runbfreistangente im Serül^rungSpunft fenfred^t ftel^en, fo folgt 

© a ^ : 2)ie 93erül^rungSebenen an eine fenfred;te SreiSfegelftäd^e bilben mit 
ber ©runbfretSebene benfelben SBinfel roie bie SJlantellinien, 

ober : ©ämttid^e ßbenen burd^ einen geg. 5|8un!t, bie mit einer geg. ®bene 
einen geg. Sßinfel bilben, finb Serül^rungSebenen an eine fenfred^te ÄreiSlegel-- 
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fläd)e, bie ben geg. ^unft jur Spt^c, baS tjom ^unft auf bic @6cne gefällte 
Sot jur 3ld)fe unb baS Komplement beä geg. aSinfelä jum ei^eugcnben SBinfel ^at. 

2)a bie Serül^rungSebenen in i^rer ©efamtl^cit ben Segel gemifferma^en 
uml^üllen, fo fagt man gerabep: 2)ie fenf rechte ÄreiSfegelfläd^e ift Crt aller 
ebenen burc^ einen ^unft, bie gegen eine geg. 66ene eine tjorgefd^riebene 
Steigung l^aben. 

^^iefex ^reisIlegeC. 

302. 3)ie fd^iefe ÄreiSfegelfläd^e entfielet baburd^, ba^ eine ©erabe um 
einen il^rer fünfte alä feften 3)rel^punft \\6) brel^enb längä beä Umfangä eineä 
Äreifeä, beä fogen. Seit-- ober ©runbfreifeS, hingleitet. 2)ie SSerbinbungSgerabe 
oon 3)re]^punft (Spi^e) unb Äreiämittelpunft ftel^t fd^ief jur (Srunbfreiäebene unb 
Reifet Slc^fe. 

303. 2)ie aiuSfü^rungen 300 a, b, c gelten auc^ für bie fc^iefc Äreiä^ 
fegelflädfie. 

304. Srgenb jroei Sld^fenfd^nitte Sig. 151. 
fd^neiben bie Äegelfläd^e nad^ ben ^Jlantel^ 
linien SXC unb S YD, bie ©runbebene 
unb eine gu il^r parallele nad^ OC || QX 
unb ODIIQY, bann ift 

QX _ / SQ \ _ QY 
OC "" V SO / "" OD 

unbbaOC = OD, fo folgt QX = QY, 
b. l). 

©a$: 2)ie ^ßarallelebenen ^um Seitfreiö fd^neibcn bie fd^iefe Äreiöfegelftäd^e 
nad^ Greifen, beren §al6meffer ben 3ld^fenabfd^nitten proportional finb. 

^tfmmttxievexf^&tiniffe. 

30b. ^ie einjige äld^fenfd^nittebene, bie jur ©runbebene fenfred^t ftel^t, ift 
biejenige, meldte bie 2ld^fe fen!redS)t projiziert. 2)a unter allen SBinfeln, meldte 
bie 2ld^fe mit ben ©runbfreiä^albmeffern bilbet, berjenige ber fleinfte ift, ben fie 
mit bem in i^re ^rojeftion faHenben ^albmeffer einfd^lie^t, fo ergiebt bie Se- 
trad^tung ber 2ld^fenfd()nittbreiedfe ben 

@a^: 3)ie fenfred^te Sld^fenf 4inittebene , ber fogen. ^auptad^fenf^nitt, 
frf^neibet bie fc^iefe Äreiäfegelfläd)e nad^ ber fürjeften unb längften 3Kantellinie 
unb ift jugleidE) Spmmetrieebene ber ^täd^e. 

306. 3)a bie jum fenfred^ten 2ld)fenfd^nitt ft^mmetrifd^en §älften ber 
fd^iefen Äreiöfegelfläd^e in ben 3Kanteninien SA unb SB biefeä äld^fenfd^nittä 
jufammenl^ängen, fo ergebt fid^ bie grage, ob bie Spmmetriegerabe biefer 3Kantel- 
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linien, b. f). bie ^albicrungä« ober SKittellinic SP i^rcS SSBinfelä <^ ASB nid^t 
juglcic^ S^mmctricgcrabc 6eibcr gläd^cnl^älftcn ift? 

£egt man @ig. 152) ixixd) SP baS ßbcncnbüfd^cl, fo toirb bic vom ©runb^ 
Iretä bcgrenjtc Äcgelfläd^e na6) 2)rciecfcn GSH gcfd^nittcn, bercn Umfrcifc als 
©d^nitt beä ©bencnbüfd^elS mit ber bem Äegcl umfd^ricbencn Äugcl bcttad^tct 
merbcn fönncn. 2)cnft man fid^ bie Äugel baburd^ ^tjcugt, ba^ bcr UmfreiS bc§ 

gig. 152. 





fenlrcd^tcn Sld^fenfd^nittbrcicrfä fid^ um baä jut Seltne AB crrid^tetc 50littellot OP 
alä Sld^fc brcl^t, unb bcrürffid^tigt man, ba^ Umbrel^ungSad^fe unb SKttteninie 
bic 5Kittc P bcä SogenS AB bcftimmcn, SP alfo gcmcinfd^aftlid^c ©cl^ne aller 
Umireife unb P ^ol beä ©runbfreifeä ift, fo folgt für irgenb einen Umfreis 
GSHP, ba ©el^ne PG = Seltne PH alä gerablinige Entfernung beS ^olö 
t)om jugel^örigen Äugelfreiä, ba^ Sogen PG = Sogen PH — man rerroed^äle 
nid^t ben Sogen PG beö Umf reifes PGSH mit bem burd^ ebene (POG) aus^ 
gefd^nittenen fpl^ärifd[)en .^albmeffer PG — , bal^er bie ^eripl^erieminfel 

<^GSP=--<^HSP, b. ^. 

© a ^ : 3)ie ©rjeugenben beö f d^ief en ÄreiäfegelS liegen jur 50litteUinie bes 
SBinfelä ber ©rjeugenben beä fenfred^ten Sld^fenfd^nittä f^mmetrifdj). 

307. Sejüglic^ ber ©rö^e ber SEBinler, meiere bie jur aKittellinie SP 
f^mmetrifd^en ©rjeugenben miteinanber einfd^liefeen, jeigt fic^ : 2)ie gum fenfred^ten 
2ld)fenfc^nitt (ASB) fenfred^te ebene (USV) beg Süfd^elS SP, welche bie ©runb. 
freiäebene nad^ IJMVj. AB fd^neibet, l^at ben größten 2lbftanb t)om Äugele 
mittclpunft, ber Umlrei§ beö A USV ift fomit ber fleinfte. Umgefel)rt ift ber 
Umfreiä beS A ASB ber gröjste, ba feine Gbcne burd^ ben Äugelmittelpunft 
gel^t. Unter fämtlid^en ©d^nittbreiedfen beS ©benenbüfd^elä SP gel^ört fomit gu 
gleid^en ©efjnen PU = PB = . . . im Meinften UmfreiS ber größte SBinfel 
<^USV, im größten Umfreiö ber «einfte SBinlel <^ ASB. gig. 152. 3n 
gig. 152 a ift ber ©runbfreiö in majorer ©rö^e gejeid^net. 

308. ^a ber fen!red)te 2ld^fenfd^nitt (ASB) ben SBinfel je jroeier ebenen 
unb 'F beS Süfd[)e(ä SP l)albiert, bie oom Äugelmittelpunft gleichen 3lbftanb 
^aben, fo ift gemäfe 70) bie ju (ASB) fenfrec^te ebene (USV) beä Süfd^efö 
^albierungsebene be§ 9iebenfeilä (gig. 152a). 35ie t)ier jur 50litteHinie SP 
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fpmmcttifd^en ©rjeugcnbcn, nad) n)c(($cn bic Äcgcipä($e x>on bcn 66encn unb V 
gefd^nittcn roirb, finb fomit nid^t nur ju (ASB), fonbem anä) ^u (USV) 
f^mmetrifd^, b. I). 

®a|; 2)tc fd^iefc Äreigfcgclfläd^e bcfi|t im ganjcn jroei Spmmetriccbcncn, 
ben fcnlred^tcn Sld^fcnfd^nitt unb bcn ju bicfcm fcnftcd^ten 50litteUtntcnfcl^nttt. 



309. SKad^t bic fdjicfc Ärciöfcgclfläd^c eine Stellung t)on 180® um bic 
3)ZittcIIinie alä Sld^fc, fo gel^t, wegen ber jur 3KitteIlinic f^mmetrifd^en Sage, 
jebe 2Jlantc(Iinie in bic il^r fpmmetrifd^e über, etroa SG in SH (nid^t aber 
^unft G- in 5ßunlt H), b. 1^. bic neue Sage 
ber Äegelfläd^e bcdft fid^ mit ber urfprünglid^cn. g^g 153 

($5ft fomit bic fd^iefe Äreiöfcgclfläd^c eine Ums 
bre^ungsjläd^e ober nid^t?) 33ei biefer ^rel^ung 
fommt ber (Srunbfreiö AUB in bic bejüglid^ 
ber gmeiten ©^mmetrieebene (USV) fpmmctrifd^e 
(Stellung A'UB' unb Reifet aläbann SBcc^fel- 
fd^nittlrciä. äld^fc S gcl^t in bic bejüglid^ ber 
SKittellinie f^mmetrifd^e Sld^fe S 0' über. 33eibe 
Greife burd^fd^neiben fid^ nad^ ber in M jum 
fenfred^ten Sld^fenfd^nitt (A S B) fenfrcd^ten 
©el^nc UV. Somit 

©a^: 5Die fd^iefe Ärciäfcgclfläd^c befi^t jroei 5ßarallelfd^aren von 5lrei§= 
fd^nitten, ©runbf reife unb SBcdEifelfd^nittfreifc , mit gemeinfd^aftlidEjem fenfred^ten 
aid^fenfd^nitt. Drt ber iemeiligen 3Kittelpunfte finb bic beiben, jur 3Rittel(inie 
fpmtnctrifd^en Steffen ber Äcgclfläd^e. 




310. 2)ie S3etrad)tung be§ fenfred^ten Std^fenfd^nittö (ASB) ergiebt, bafe 
bie 3)urd^meffer AB unb A"B" eineö beliebigen ©runbs unb aCBcd^felfc^nittfrcifeä 
ein fireigoieredf beftimmen, ba 



aber 
fomit 



<^ B A''B" + <i: A'' A'B' = 180« 

<^A"A'B' = <^B"AB 
<i:BA"B" + <^B"AB =180« 

3)rel^t fid^ bal^er ber Um!reiö biefeä SSieredä um einen feiner ^urd^meffer 
alö Sld^fe, fo folgt 

©a$: 3)urd^ je jraei nid^t parallele Äreiäfd^nitte beö fd^iefen ÄreigfcgelS 
gcl^t eine Äugelfläd^e. 



^autxhtd, ©tereometrie. 
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(^0iiiidle(ttttg btv <5lege(fl&4ett. 

311. 2)ic längs einet SWantellinie aufgefd^nittene fenfred^te ÄrciStegelpäd^e 
breitet fidj) in bie Sbene auS aU ÄreiSauäfd^nitt, bcr bie SJlantellinic s beö Äcgefö 

gum §albmeffer unb ben Umfang 2 ;r r beS 
©runbfreifeS, beffen ßalbmeffer r ift, jum Sogen 
fiat (gfig. 154). 



Sig. 154. 




312. 3)ie burd^ ©runbfreisl^albmeffer r, 
Sld^fenlänge 1 unb 2ld^fenneigung cc geg. fd^iefe 
ÄreiSfegelfläd^e roidfelt jtd^, nad^ ber längften 
3Jlante(Iinte aufgefd^nitten, ab als bie von ber 
Serroanbelten beS ©runbIreifeS begrenzte gläc^e 
eines SEBinfelS <^ co. 3)ie längfte SKantellinie 
giebt bie Sänge ber Sd^enfel, bie fürjeftc wirb 
f\ur SBinfell^albierenben (306). 35ie SSerroanbelte 
bcS ©runbIreifeS ift eine ju biefer ^albierungS^ 
linie f^mntetrifd^e ftete Sinie, roeld^e, ba bie Slbroidfelung eine lonforme ift, bie 
©d^enlel beS SBinfelS <^ cj forool^I als bie Halbierungslinie red^troinltig fd^neibet 
unb in ben Sd^nittpunlten mit SU = SV = l/SM^ + UMS burc^ welche 
^co in t)ier gleid^e Xeile geteilt wirb, je einen 2Benbepun!t bejt^t, beffen 



giß. 155. 




'S'iQ' 155 a. 




2^angente mit SU bejro. SV einen SBinfel ip bilbet, ber fxä) als britte ©eite 
eines burd^ jroei ©eiten unb ben eingefd^loffenen SBinfel beftimmten I)reifantS 
U — MST ergiebt (§ig. 155). ©eite SUM finbet man burd^ B^i^^wng bes 
red^troinfligen 2)reietfS A SMU auS ben beiben Äatl^eten, ©eite MUT ift ber 
5ßJinIel ber ÄreiStangente in U mit UV unb ber eingefd^loffene SBinlel <^ SMB 
ergiebt fid^ auS A ASB. 

^eob&üfd^e Jiinien. 

313. 2)ie fürjefte Sinie jmifd^en gmei beliebigen fünften P unb P' einer 
.^egelfläd^e ift eine als ©erabe fid^ abmidfelnbe J!urt)e, eine fogen. geobötifd^e 
Sinie. ©ie fd^neibet bie SKantellinien beS ÄegelS unter Derfd^iebenen S3BinfeIn, im 
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®cgcnfa| jur ©d^rauBcnlinie, bcr geobä-- 5tg. 156. 

tifd^cn Sinie bcä GpIinbcrS. 

Die 2^angente in einem beliebigen 
$unlt P bcrfelben ift jugleid^ 2^angente 
an ben Äegel, Regt alfo in ber burd^ SP 
gelegten ^Tangentialebene unb bilbet mit 
biefer 3Kantellinie benfelben SBinfel <^ &, 
roie bie geobätifd^e Sinie ober il^re 3Ser5 
manbelte. Sluä biefer Semerfung ergiebt 
ftc^ mit §ilfe beä red^troinfligen DreiedEä 
A P K L bie 3cic^nung ber 2^angente 
(ficl^e 254). 

^u^punftN beS t)on Sauf bie Oerabe 
PP' gefaßten SoteS roirb bei ber Slufroidfs 
lung ber, ber Äegelfpi^e näd^ft gelegene 
^unft ber geobätifc^en Sinie. 3Son Q biö N 
fteigt bie Äurue an, von N biä A fällt fie, 
N Iiei^t ba^er ber Äulminationäpunft. 3)er 
burd^ il^n gel^enbe ^ßaraMIreiS berül^rt bie 

Äurt)e; bie 2^angente in N an ben ^ßaraUelfreiö ift ba^er jugleic^ 2^angente an 
bie geobätifd^e Sinie. ^ig. 156. 

pinlet ber JidoiAedtttg. 

314. Da bie ß^^triroinfel unb Sludfd^nitte eineä ÄreifeS fid^ wie bie ^uge= 

l^örigen Sögen »erl^alten, fo folgt für ben B^^^tn^infcl ^ o> "^^^ älbroidfelung 

be§ fenlred^ten Äreiäfegelä (%i%. 154) 

cj :360 = 27tr: 2j;rs 
woraus - 

cj = - . 360<» 

s 

wobei r unb s in berfelben 3Ka^einl^eit auäjubrürfen finb, ber 33rud^ - fomit 

einen unbenannten iä)ttn 33ruc^ barfteHt unb ca bie ber S^^ 360 jugel^örige 
Benennung ©rab l^at. 

!3ft inäbefonbere JL — ^ 

7"" 2 
b. f), ber 2ld^fenfd^nitt beö Äegelö ein gleid^feitigeä Dreierf, fo folgt 

ö) = 180<» 
b. ^. bie 2lbn)idfelung beS gleid^feitigen Äegelä ift ein §alblreis. 
3ift (p ber erjeugenbe SBinfel, fo geigt ber Sld^fenfd^nitt 

_ r 
unb fomit ^"^ 9P — g 

®a$: Der SBinfel <^ co ber 2lbn)idEelung unb ber erjeugenbe SBinfel <^ (f 
beä fenfred^ten Äreiäfegelö ftel^en in ber Sejie^ung 

(o = sin. (p . 360^ 
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Slnalogie mit bcm 6a^ von goucault über bic ©rcl^ung ber ©d^mingungS- 
ebene beä ^enbelö jum ^lad^roeis ber ©igenbrel^ung (Flotation) ber 6rbe. 

jin$mef(nnt ber ^S^ntetfta^e bes fentited^ten ^teisftegeCs. 

315. SSeroottftänbigt man bie abgetoicfelte 5KantelfIäd^e M beS fenfrec^ten 
Äreiäfegefö gum sollen Äreiö, fo folgt, gemä^ Einleitung ju 314), 

M : Tta^ = 2;rr : 2;rs 

woraus 

s r 

M = ;rrs . . . = 2;rr . ^ = 2;r ^^ . s 

b. 1^. ber SiJlantel eineä fenfred^ten Äreiälegelä ift gleid^ bemjenigen eines fenl= 
redeten Ärei§ct)Iinberö oom felben (Srunbfreisl^albmeffer unb ber l^alben ^egel= 
mantellinie afe §öl^e ober oom l^alben ©runbfreiäi^albmeffer unb ber ganjen 
Äegelmantellinie als §öl^e. 

316. S)ie 93erec^nung nad^ ber ®j]^auftion§metl^obe ergiebt: 35er Äreiö= 
auäfd^nitt ift bie ©umme ber unenblid^ t)ielen, unenblic^ fd()ma(en gfäd^en- 
ftreifen f, roeld^e bie ftd^ folgenben unenblid^ benad^barten §albmeffer miteinanber 
einfd^Iiefeen. ^ig. 154. ^eber biefer gläc^enftreifen fann als gleid^fd^enfliges 
2)reiedf betrad^tet werben. 6ä ift geftattet, in biefem ©rengfatt bie ©runbfeite 
als unenblic^ Heine Äreisfel^ne mit bem pge^örigen Sogen u unb bie §öl^e mit 
bem ©d^enlel s gu üermed^feln, bal^er finb bie einzelnen gläd^enelemente : 

_ Ul . S _ U2 . S __ U3 . s 

^1 — o / ^2 — rt , 13 — • • • 



2 

unb fomit ber SiJlantel 

s s 

M = f, + f2 + fg + . . .= -2 (^1 + ^2 + ^3 + . • •) = y . 2;rr 

= TtTQ 

^antetf[ä^e bes fenkxt^Un ^xetsieietflumpfs. 

317. 3)ie 5Kantelf[äd^e eines burd^ groei parallele ©runb!reife begrenzten 
fenf redeten Äreis!egelftumpfS ift ein ÄreiSringauSfd^nitt, ber bie SKantellinie s 
beS ÄegelftumpfS §ur SSreite unb bie Umfange 27rr unb 2;rr' ber ©runb- 
Ireife (r > r') ju fonjentrifd^en Sögen l^at. 

©rmeitert man ben Äegelftumpf gum rotten Äegel, fo bered^net fxä) feine 
SRantelpd^e M als Unterfd^ieb ber 3Rantelfläd^en beS gangen unb beS ßrgängungS- 
legeis. ©inb x unb y bie Sßantellinien biefer beiben Äegel, fo ift (ficl^e 2ldS)fens 
fd^nitt beS ÄegelftumpfS in ^ig. 157) 

M = Ttrx — Tiv'y 

3ur Seftimmung oon x unb y auS ben befannten ©röfeen r, r', s ^at 
man, aus bem 3ld^fenf^nitt erfid^tlid^, bie beiben ©leid^ungen 

X r 

X — y = s unb - = — 

^ y r 
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rooraug 



fomit 



X 



unb 

M = iTs . 



r — r 



r — r 



— TtQ 



. s 



J2 



718 



T^ — r 



'2 



ober 



M=;rs(r + r') =2;r 



r + r' 



s 



b. f). bic SKantcIfläc^c bcS fcnlrcd^tcn ÄrciSfegcIftumpfS ift gfeid^ berjcnigcn etneä 
fenfrcd^tcn ÄrciScpItnberä, bcr bic SiKantcIKnie bcö Äcgelftumpfä jur §öl^e unb 
bic SiJlittcllinic beö glcid^fci^cnfligen 2ld^fenfci^nitttrapcgc§ gum OrunbfrciSburd^s 
mcffer f)at. 

318. hieran fd^lic^t fid^ naturgemäß bic ^rage: SBie groß wirb bcr 
@runbfrciöl§aI6meffcr beö fenfred^ten Ärciöc^Iinbcrö , wenn bcrfclbc ebenfo f)oä) 
ift, mie bcr fcnlred^te Ärciälcgelftumpf, mit bcm er gleid^c SKantcIfläd^e l^at? 

%äüt man AG J. BB' unb errid^tet auf bcr 3Kanteainie AB baä gWittellot 
EO = p big jum ©d^nitt mit bcr Slc^fe, fo ift A AGB oo AEFO unb fomit 

AG EF ^ li 

= ^^FT ober — 

s 



AB 

morauä 



EO 



ober — = 



Sig. 157. 



s = p . li 



unb fomit and) 



27t 



bal^cr gemäß 315) 



s = 2;rph 




b. ^. bie Stredfe p ift bcr gefud^te ©runb-- 
frciSl^albmeffer. 

319. 35ered^nung bcr 3Jlanteipäd^e beä fenfred^ten Äreiäfegelftumpfö nai) 
ber ©jl^auftionämetl^obc : 35ie fid^ folgcnben unenblid^ Benad^barten §aI6meffcr beö 
Sreiöringauäfd^nittö ^erlegen biefen in uncnblid^ t)iele, uncnblid^ fdjmalc gläd^cn? 
ftreifen f Don ber ®cftalt gleid^fd^enfliger SCrapejc, roeld^e bie 3JlanteUinie ober 
33reite s beö Krei§ringauSfdf)nitt3 §ur §öl^e unb bie unenblid^ fleinen, mit beri 
jeweiligen Ärci§bögen u unb v ju oerroed^felnben Ärciäfel^ncn ju parallelen ®runb= 
feiten |a6en. 35ie einzelnen gläd^enftrcifcn finb bal^er {%i%. 157) 



ii = ö . s , 



U2 + va „ 
i2 = ö • s , 



n ^3 + V3 ^ 

I3 — n . S 



unb fomit ilire ©cfamtfumme, bie gefud^te 3KanteIfläd^e 
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M = -^ (ui + V| 4- uj + va + U3 + V3 + . . .) 

= ^ (»1 4- Wl + "3 + ■ ■ ■ + Tl + Vj + V3 + . . .) 
= -|-(2«r + 2nr') 

SeifpieU. 

320. 1. äufgobc: 5Bon einem fleg. $untl P eine Serü^ningSefcene on 
einen fenlie<^ten Jlreiäfeget ju legen. 

Söfung: ^a jebe ^erü^rungdebene iuxä) bie Spi^e 8 )>(% ^egelä ge^t, 
fo ift SP eine ®etQbe bet gejuc^ten ßbene. ®er ©djnittpuntt T biefet ©eraben 
mit ber @mnbli;eiäe6ene ift ein $untt bec Tangente, na(^ roetc^er ^\ii) Serü^tungS^ 
unb ©ntnblteiSebene fd^ineiben. 33ie burt^ ST unb jebe ber beiben, oon T on 
ben ©runbfreiS mbglii^en 3:angenten t unb t' gelegten dbenen (SPt) unb (8Pt') 
finb bie gefui^ten Sedi^ningSebenen. gig. 158. 

^iefel6e Söfung gilt, roenn ber geg. ßieiäfegel fd^iief ift. 

321. Siegt P im Unenbli(^en, b. I|. ift P iwä) bie ^{it^tung ber (äf- 
taben g gegeben, fo ünbert ftd^ bie Söfung nict)t. 33ie älufga&e lautet bann mit 
anbeten Jffiorten: 

^araUel einer geg. @eraben g eine Seiü^ningäebene an einen ^eget 
ju legen. 

Söfung: Serbinbe 8 mit P, b. ^. jie^e burt^ bie Spi^e beä ^egetä bie 
IßataMe 8T ju g unb nerfa^re roeiter roie 320). 

322. Sft P eine Sitfetquette (in gig. 158 auf ber aSerlängemng Don TS 
anjune^men), fo teftimmen bie nac^ ben Setü^rungfipunften C unb D ber Sangen= 
ten t unb t' gejogenen Serü^rungämanteninien beä ^egetd bie Sid^t^ unb Si^atten^ 
grenje auf bem Äegel. 3>ie 3:angenten TC unb TD 6egrenjen mit bem fletneren 

©runbireiäbogen C D ben ®cl^lagfd(iatten 
Sifl- 158. j,jg ^ggg[g jjyf j,ig ©runbfeeiSebene. 

aßirft i- S. ber Segel feinen @cf)atten 
auf einen, mit einer feiner ^'^d^en auf 
ber ©runbtreisebene rufienben Duabet, fo 
fa^ie man bad Serfa^ren 320) in bei 
®runbfläi^e fonio^f aU in ber %u iffx 
parallelen, bis j^um Sd^nttt mit bem Jteget 
erroeitcrten ^ecfflä(^e beä Ouaberä butd). 
^abur(!^ ftnb bann aud) bie Si^nitt- 
getabcn ber huxäf bie Öic^tqueHe befiimm= 
c ten Serü^rungäebenen beä AegelS mit ben 
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bcm Äegel jugcfe^rten ®eitcnf(äd)cn beS duaberä gcfunbcn. gig. 158: GH = 00', 
CT II KT' , TT II TD. 3ift bic ©onne bic Sid^tqucffc, fo Hegt P im Unenblid^en. 

323. 2. Slufgabc: ©inen fcnfrcd^tcn Äreiäfegel i\x errid^ten, fo ba^ eine 
geg. ßbcnc ^©runbfreiäebcne wirb unb bic Äegclfläd^c burd^ eine geg. ©erabe g 
iinb einen geg. ^unlt P J^inburd^gel^t. 

Söfung: 35ie burd^ P unb g beftimmte Qitm fd^neibct ben gefud^ten, 
burd^ 2 begrenzten Äegel nad^ einem gleid^fd^enfligen ^reiei, beffen 6pi$e bie 
Äcgelfpi^e ift. 3)iefeä SJreierf ift einbeutig beftimmt: ber ©d^nittpunft B ber 
©eraben g mit 2 ift eine ©runbedEe , ein ©d^enlel fällt in bie ©erabe g , ber 
anbere gcl^t burd[) P unb bie Sd^nittgerabe BD ber ©betten (Pg) unb 2 giebt 
bie ©runbfeite. 35er gu^punft be§ SotS t)on S auf 2 ift ber 3Ritte(punIt 
beä ©runbfreifeö. 

3lnbere Söfung: ^ie 5{5arallele burd^ P in (Pg) mit ber @d^nittgeraben BD 
trifft g in einem 5J5unft E. ^a bie Äegelfpi^e üon beiben fünften E unb P 
gleid^e Entfernungen l^at, fo liegt fie auf ber SKittellotebene ju EP. 

324. 3. 2lufgabe: ®en ©d^nitt jtoeier f enfred^ter Äreiöfegel gu geid^nen, 
roeld^e bie ©pi^e gemein l^aben. 

Söfung: ®ie (Sbtm ber beiben 3ld^fen fd^neibet bie Äegelfläd^en nad^ ben 
crjeugenben SBinleln <f unb i//, bie, linfä unb red^tä bem SBinfel fi ber Sld^fen 
anliegenb, an bie B^i^^wng beä 3)reifantS auä ben brei Seiten erinnern. 2)ie 
.Scgelfläd^en burc^fd^neiben ftd^ nad^ ben beiben jur gemeinfd^aftlid^en aid^fen^ 
fd^nittebene fpmmetrifd^en 3Jlantellinien , ju benen fid^ bie freien @d()enfel t)on 
(p unb ifj bei il^rer 2)rel^ung um bie jugel^örigen Sld^fen t)ereinigen. 

3n bem burd^ bie brei Seiten (p, /ll, yj beftimmten 3)reifant (190) finb 
bal^er auf ber Seite ^ in F naä) cntgegengefe|ten Seiten bie Sote F A unb FAj 
je gleich FX begm. FY ju errid£)ten, bann finb AS unb AjS bie gefud^ten 
©urd^fd^nitte. 

35ie Äegelfläd^en fd^neiben fid^ naä) gtüei 3Wantellinien, berühren fid^, 

fd^neiben fid^ nid^t, je nad^bem jM = qp + V^- 

325. 4. 2lufgabe: 2)en 3)urd^fd^nitt jioeier beliebiger, auf berfelben 6bene 
Tul^enber Äreiäfegelfläd^en ju beftimmen. 

Söfung : ^t jtoei fid^ fd^neibenbe 3Kantellinien beiber Kegel liegen mit ben 
©pi|en S unb S' in einer ßbene. Um bal^er fämtlid^e 5ßunfte ber gefud^ten Sd^nitt= 
Knie ju erl^alten, fc^neibet man beibe Äegelfläd^en burd^ ein ©benenbüfd^el mit 
SS' als SCräger. ^tht Ebene biefeö Süfd^elä fd^neibet jebe ber beiben Äegel- 
fläd^en im allgemeinen nad^ jmei SRantellinien unb liefert fomit t)ier ^Punlte be§ 
S)urd^fd^nittä. 3)ie Spuren ber Ebenen beg Süfd^elS mit ber gemeinfamen ©runb^ 
freiäebene gelten burd^ ben Sd^nittpunft le|terer mit SS'. 



168 Umbre^ungdpäd^en. 

@S crgiebt ftd^ punftracifc eine ftete Sinie, welche bie Umgrenjungämantel? 
Knien bcr Äegelpäd^en unb bie Serü^rungämontcIIinien ber tjon S S' an^ an bie 
^täd^en möglid^en Setül^rungäebenen berül^rt. 

Sefonbere ^äffe je nad) ber gegenfeitigen Sage ber ©runbfreife (ftef}e 294). 

326. 5. 3lufgabe: ®urd^ einen geg. $unft P eine ©erabe ju jiel^ett, 
roeld^e groei auf gemeinfanter ©runbfläd^e rul^enbe beliebige Äreiälegelfläd^en berül^rt. 

®ie Sd^ntttgeraben ber von P an bie Äegelfläd^en gelegten 93erül^rung§s 
zhtmn finb bie gefud^ten Söfungen. 3KögKd^feiten? 

327. Slllgemeine Semerfung: 3)er ßpKnber lann betrad^tet werben afö 
Äegel mit unenblid^ ferner ©pi^e. . Sämtliche (Sntroidfelungen am ßplinber fmb 
bal^er ©onberfäffe berjenigen be§ ÄegelS. 

^^niit ber fen&xe^ien ^teisßegeCflac^e Hx^ SeßeSige f (eitett. 

328. §ier befielen folgenbe 3Wöglid^f eiten : 

1. SDic fd^neibenbe (Sbene trifft fämtlid^e 30?antellinien, bie Sd^nittlinie ift 
ba^er eine ftete gefd£)Ioffene Sinie. 2)ie ^araHelebene burc^ bie ©pi^e 
fd^neibet bie Äegelfläd^e nid^t. 

2. ©ie ift paraM einer 50lanteninie, alfo parallel einer 93erü^rung§ebene. 
2)ie ©d^nittlinie ift eine ftete nic^t gefc^Ioffene Sinie mit einem un^ 
enblid^ fernen $unlt, bem ©d^nittpunft il^rer ßbene mit ber il^r paral* 
lelen 50lanteKinie. 

3. ©ie ift parallel groei 3Kantellinien, alfo parallel einer bie ^egelfläd^e 
fd^neibenben ßbene burd^ bie ©pi|e. ©ie fd^neibet bal^er in biefem %aU 
and) bie ©d^eitelfegelfläd^e unb erzeugt eine ebenfalls nid^t gefd^loffene 
ftete ©d^nittlinie mit jroei unenblid^ fernen 5ßunften. 

329. 3)em jur ©d£)nittebene fenfred^ten Sld^fenfd^nitt AASB feien ber 
eins unb anbefc^riebene, AB in P bejm. P' berül^renbe ÄreiS eingejjeid^net. S)urc^ 
Umbrel^ung um einen il^rer S)urd^meffer entftel^en jroei Äugeln, meldte bie Tegels 
fläd^e nad) parallelen ®runbf reifen mit ben ^urd^meffern GH unb KL unb bie 
©d^nittebene in benfelben ^ßunften P' unb P' wie bie erjeugenben Greife berül^ren 
(fogen. I)anbelinfd^e Serül^rungöfugeln). S^genb eine 3Jlantellinie SQ werbe 
t)on ber ©d£)nittebene in X, einem 5ßun!t ber gu unterfud^enben ©d^nittUnie, ge^ 
troffen, ^ann ift mie beim fd^iefen ©d^nitt be§ fenfrec^ten ÄreiöcplinberS (262): 

XF = XP unb XP' = XQ 
fomit 

XF + XF = PQ = GK = AB = lonftanS 
fomit 



Umbre^ungdfläd^en. 



169 



®a$: 2)cr Sd^nitt bcr fcnfrcd^tcn Ärciäfcgclfläci^e mit einer alle SKanteU 
linien fd^ncibenben (Sbtnt ift eine ßffipfe, tueld^c von bem ju il^rer ßbene fenf* 
redeten Std^fenfd^nitt be§ Äegelg nad^ ber großen Steife gefd^nitten roirb, 

ober, ha bie SRantellinien be§ Tegels bie ^araKelf reife beSfelben von ber 
Spi^e aus projizieren, 

gig. 159. 




Sa^: 2)ie S^^^t^^fp^ojeftion eineS Kreifeä auf eine fämttid^e ^roje!tiongj= 
ftrai^ten fd^neibenbe ßbene ift eine ßllipfe, 

giltig afferbingS oorerft blo^ unter ber 3Sorau§fe^ung einer befonberen Sage 
bc§ ^ProjeltionSmittelpunftS! 



^tettnt^tttiftfe nnb ^attgettfe. 

330. SRäuntlid^e Ableitung beS 3:angentenfa$eä (oergl. 265): 35ie in SQ 
an ben Äegel gelegte 93erül^rungäebene fd[;neibet bie 6benen ber Serül^rungSfreife 
unb (äHipfe nad^ ben jeweiligen 2^angenten VP||V'Q unb VV. ^ann folgt 
auö ber ©leid^l^eit entfpred^enber ©eiten 

AVPX^AVFX fomit <^VXP=:^VXF 

ebenfo 

AVQX ^ AV'F'X fomit <^V'XQ = <^VXF 

aber als Sdbeitelminfel 

<^VXP = <^V'XQ 

baber 

<^VXF = <^rXF 

b. ^. 

©a$: 2)ie GUipfentangente l^albiert ben Slebenminfel ber Srennftral^len 
jum Serül^rungSpunft. 
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Mitinit (^IxeUxlM). 

331. S!)a bic ©ffipfenebene von ben ©bencn ber Scrül^rungSfreife na^ bcti 
feftHegenben ©crabcn VD unb VD' gcfci(inittcn wirb, bic jum Sld^fcnfci^nttt unb 
t)al^er jur großen Sld^fe fcnfred^t fielen, unb 

<^VFX = <^VPX = 90« 

<^VFX = <^V'QX = 90« 
fo folgt 

@a^: Sic ©d)nittpunlte jcbcr ©Hipfcntangcntc mit bcn bcibcn Sotcn, bie 

in bcn SSrcnnpunftcn auf bcn jum Scrü^rungäpunft gezogenen SSrcnnftral^len er- 

rid^tct werben, liegen auf jroei bie 6IIipfe nid^t fd^ncibcnbcn, jur Heinen 3lcl^fe 

parallelen unb f^mmetrifd^en (Seraben, bcn fogen. Scitlinien VD unb VD'. 

332. hieraus folgt, ba jroei fid^ ju einer ©el^nc ergängenbc Srcnnftral^lcn 
t)a§ im 33rennpunft errid^tetc £ot gemein l^abcn, 

© a ^ : J)rel^t fid^ eine ©el^ne um ben Srennpunft, fo burd^läuft ber ©d^nitt^ 
VVintt ber in il^ren ßnbpunftcn gejeid^neten Tangenten bie biefem Srennpunft 
^ugel^örige Seitlinie. 

333. Sielet man im Slc^fenfc^nitt AK' || SL, fo ift, ba D ber ©(^nitt^ 
punit von AB unb KL, 

DA AK' fomit ba AK' = AK = AF 

DB — BL unb BL = BF (218) 

DA FA . r r ^'^ F'A 

"DB" = ^^B" ""^ ^^^"^^ ~WB = "Fl" 

©a|: Srennpunft unb jugcl^örige Seitlinie teilen bie gro^e3td^fe l^armonifd^. 

hieraus crgicBt ftd^ nebenbei aud^ A D = B D' jum ^lad^roeis ber f^m- 
mctrifdien Sage ber Seitlinien. 

334. Segt man burd^ X bie ju ben 33erü^rungäfreifen parallele (Srunb- 
Ireiäebene, roelc^e bie eilipfenebene nad^ XN _L AB unb ben 2ld^fenfd^nitt nad; 
NC II KL fc^neibet, fo ift 

DN _ LC ober ba CL = PX = XF 
DB'^LB unb BL = BF 

DN XF ^ XF BF 

ober 



DB ~~ BF """* ND ~" BD 

tiefes fonftante aSer^ältniä läjst fid^ mittels ber l^armonifc^cn »cäiel^ung 333) 
wie folgt, umformen 

BF AF BF — AF FF' _ f 

BD ~" AD "■ BD — AD " AB "" a 
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fomit 



XF 
ND 



XF 



ND 



7- = — = * « 1) 



a 



b. 1^. ba ND bcjro. ND' bic äbftänbc beS ettipfcnpunftä X von ben Seit, 
linien finb, 



gig. 159 a. 



©a§: 2)aä aSerl^ältniä ber Slbftänbe 
jebcs beliebigen ßffipfcnpunltä von einem 
ber Srennpunite unb ber biefem j^ugel^örigen 
Seitlinie ift unDeränberHd^. @ä ift baä SBer^ 
I^ä(tni3 ber l^alben 93rennn)eite ^ur f)alhtn 
großen Sld^fe unb l^eifet ©jjentrijität (271). 

35er SSBert biefeä Serl^ältniffeä ift 
für bie (Sttipfe ftetä < 1. 



335. 2)ie Regierungen 329 — 334 laffen ftd^ in berfelben 2Beife am fenl-- 
redeten ÄreiScpKnber ableiten, ©ie finb in ^ig. 159 a in roal^rer ©rö^e bargeftettt. 




Sentxatpxoitküon bts ^reifes unb ber ^ttipfe. 

336. SSerfd^iebt man jeben 5ßunft eineä fenlred^ten Äreiäfegelä in einer 
unb berfelben jur Orunbireiäebene parallelen Slid^tung um eine bem 3lbftanb be§ 
^unltä t)on ber ©runbebene proportionale ©trecfe, fo gel^t jebe 3JlanteUinie S G- 
in bie nad^ ber parallel oerfd^obenen 




©pi^e S' gezogene aWanteUinie S' G gig. 160. 

über: Sluä ber fenlred^ten ÄreiSfegel- 

fläd^e entftel^t eine fd^iefe, bie mit erfterer 

©runbfreiä unb ^ö^e gemein l^at. 2)ie 

burd^ bie Sld^fe beä fenlred^ten Äegelä 

unb bie SSerfd^iebungSrid^tung gelegte 

(gbene ift ber fenfred^te §auptad^fenfd^nitt 

beä fd^iefen Äegefö. 

gebe 6bene gel^t na^ biefem SSer« 
fal^ren in eine um il)re ©d^nittgerabe mit 

ber ©runbebene gebrel^te ©teHung über. 2)ie fünfte ber ©d^nittellipfe AB 
Bilben bal^er nad^ ber Uebertragung einen ebenen ©d^nitt beä fd^iefen i?rei§fegels, 
ber aU ^ParaMprojeftion einer ®IIipfe mieber eine (SUipfe fein mu^ (278), fomit 

©a$: 35er ©d^nitt einer fd^iefen ÄreiSlegelfläd^e mit irgenb einer alle 
üJlantellinien treffenben (Simt ift eine (SHipfe. 

393irb biefe ©ttipfe als ©runbfläd^e be§ Äegelä betrad^tet, fo folgt allgemein 

©a$: 2)er ©d^nitt eines beliebigen ettiptifd^en Tegels mit irgenb einer, 
alle 3Kantellinien treffenben ßbene ift mieber eine (Sllipfe (im ©onberfatt ein 
ÄreiS). SDlit anberen SSBorten 
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©a^: 2)ic S^i^tralprojcftion eincS Ärcifcä ober einer (SHipfe ift eine ßHipfe, 
fobalb fämtlid^e projijierenbe ©tral^Ien bie 33i(bcbene treffen (im ©onberfall 
ein ÄreiS). 

3m allgemeinen erSlidtt man bal^er jeben Äreiä perfpcftioifci^ üerlürjt alö 
©Hipfe. 2Bann al§ ©erabe ober mieber als ÄreiS? 

S)er Sd^atten einer Äugel auf eine fie berül^renbe @bene ift eine ©ttipfe, 
oorauägefe^t ba^ bie Entfernung ber Sid^tqueffe oon ber (Sbcne größer ift als 
ber 2)urci^meffer. 2)er SSerül^rungSpunft ber Äugel ift ber eine ber beiben Srenn^ 
punfte ber ©Hipfe. 

2)ie Semerfung 289) gilt aud^ für bie äcntralprojeftion. 3Ran l^ei^t bal^er 
affgemein ©genfc^aften, bie burd^ ^ßrojeftion unceränbcrt übertragen werben, pro* 
jeftioe (Sigenf c^aften (^olunb polare, ©ä$e Don^ßaScal unb Sriand^on u. f. f.)- 



3miUx ^att: pir "^axaMf^niHt. 

337. ®em 3ld^fenfd^nitt burd^ bie Serül^rungSmanteUinie SL ber jur 
Sd^nittebene ^ paraffelen Serül^rungSebene eines fenfred^ten ÄreiSlegelS lann, ba 

er bie Sd^nittebene nad^ AN || SL fc^nei= 
bet, nur ein einziger ÄreiS einbefd^rieben 
werben. 2)iefer erjeugt eine ©anbelinfd^e 
Äugel, meldte bie ©d^nittebene in !F unb 
ben Äegel na6) bem ©runbireis t)om 
a)urd^meffer OH berül^rt. Se^tcrer unb 
bie ©d^nittebene fd^neiben fid^ nad^ ber 
gum 2ld)fenfc^nitt unb bal^er gu AN fenf-- 
redeten ©eraben VD. 2)ie ©runbfreiS- 
ebene burd^ ben ^rcffpunft X einer SWantel^ 
linie unb ber ©c^nittebene fd^neibet biefe 
mä) XNIIVD unb ben Sld^fcnfd^nitt 
nad^ NL || GH, bann ift, ba aud^ 
NDIIHL, 




ferner 
fomit 



XP = HL = ND = XE, wobei XE J. VD, 
XP = XF 



XF = XE ober € = 



XF 
XE 



= 1 



b. 1^. jeber ^unft ber ©d^nittlinie ]§at oon einer feften ©erabenVD unb einem 
feften ^un!t F ber ©d^nittebene gleid^e Entfernungen. 

35ie ©d^nittlinie ift eine ftete, nid^t gefd^Ioffene Sinie mit einem unenblic^ 
fernen ^ßunft, bem ©d^nittpunlt il^rer Ebene mit ber ju il^r paraffelen Sc^ 
rül^rungSmantellinie SL, unb l^ei^t Parabel. ^f)vt E^jentrijität ift 1. 

©a^: 3)er ©d^nitt eines fenf redeten ÄreiSlegelS mit einer ^n einer Se? 
rül^rungSebene paraffelen Ebene ift eine Parabel, 
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ober : 2)ie 3««tralpToicftion eincä flreifeä auf eine, ju nur einem ^ßrojeltionS- 
ftra^l parallele Ebene ift eine $arabel, • 

Dorauggefe^t ift l^iebei aQerbingd |\unäd^ft noä) bie befonbere £age be§ 
^rojeltionämittelpunftä auf bent §ur ÄreiSebene im 3RitteIpunft errid^teten £ot. 
Site Ort aufgefaßt folgt 

©a^: 3)ie Parabel ift Drt ber SWittelpunfte aller Greife, bie eine geg. 
©erabe berül^ren unb burd^ einen geg. ^ßunft ge^en (oergl. 264). 

3Jlan fü^re bemgemä^ eine gcid^nung ber Parabel burd^. 



338. ©inb x unb y bie äbftänbe eineö 
^arabelpunftä oon ber Sld^fe unb ber ©d^eitel-- 

tangente unb wirb bie Srennmeite AF mit -?- 
bejeid[)net (Parameter ber ^ßarabel), fo gel^t 

XF = XE quabriert über in XF^ = XE'^ 
ober XN2 + FN' = XE^ 

y + {' - D' = {" + i)' 

y' = 2px 



gig. 162. 



woraus 
ober 



X 



2 p = lonftanS 




Sa$: %ixx jeben $unft ber Parabel ift bie britte proportionale feiner 
SCbftänbe von ber 3[d^fe unb ber ©dieiteltangente fonftant. 

^iernad^ ergiebt fid^ eine einfädle ä^i^^^^^Ö "^^ Parabel auf (Srunb beä 
©a^eä üBer baS Ouabrat ber ^öl^e beö red^tminlligen 2)reierfä: 93efd)reibe um 
bie Sßunite ber Sld^fe Äreife burd^ A, trage oom anberen Sd^nittpunft a\i% 
2 D F = 2 p auf ber 2ld^fe nai) F ju ab, errid^te bie Senlred^te biä jum ®d[)nitt 
mit bem jemeiligen Äreiä unb »erbinbe bie fo erl^altenen 5ßarabelpunfte burd^ 
eine ftete Sinie auä freier §anb (ftel^c 445, 2). 

35a nur fold^e fünfte, beren Slbftänbe oon Sld^fe unb Sd^eiteltangente ber 

Sebingung ■^— = 2 p genügen , fünfte ber 5ßarabel finb , alle anberen fünfte 

bagegen, beren Slbftänbe biefer Sebingung nid^t genügen, aud^ nid^t auf ber 
Parabel liegen, fo ^ei^t 

y2 = 2px bie ©leid^ung ber $arabel. 

Sebeutung ber Parabel in ber ^pi^^fif. 3)ie SBurfgleid^ungen g. 33. fül^ren 
auf Sa^ 338). 

339. 35a jebe ©el^ne beS Äreifeä (GH) t)on S au§ als ^arabelfel^ne pros 
iijiert mirb, mobei inSbefonbere baS ®benenbüfd^el burd^ SH bie Äreiäf eignen 
burdS) H als ^arattelftral^lenbüfd^el gu AN burd^ ben unenblid^ fernen ^un!t ber 
^Parabel abbilbet, fo folgt allgemein 



1 74 Umbtel^ungspd^en. 

©a^: 35ic 5ßara6c( wirb von einer ©etaben in l^öd^ftenS jroet fünften 
gefd^nitten. 

340. 2)ic Parabel fann als ßHipfe betrad^tet werben, beren einer Srcnn- 
punft in^ Unenbfid^e gerücft ift. ^f)xz ©igenfd^aften finb ba^er Sonbcrfälle ber- 
jenigen ber ßHipfe, fönnen aber an^ unmittelbar auS gig. 161 l^ergeleitet werben. 



341. ^ig. 161 : 2luS ber fenlred^ten Stellung ber ©d^nittebene jum aid^fen- 
\d)mii folgt, ba^ AN bie einjige ©^mmetriegerabe unb bal^er Sld^fe ber ^arabel 
ift. 3lu§ DG II KN ergiebt ftd) ferner 

~ = 4§- w"i> "^^ DN = HL = KG, 
DN KG ' 

fo folgt 

DA = AG=: AF, 

fomit 

©a^: 35er ©dieitel A l^albiert ben 3lbftanb beö 93rennpun!tä F t)on ber 

Seitlinie. 

®er ©a^ folgt aud^ au§ ber Setrad^tung 337), ferner alä ©onberfall ber 
l^armonifdien Sage ber fünfte DAFoo 333). 

342. ^ig. 161: I)ie in SX an ben Äegel gelegte Serül^rungäebenc 
fd^neibet bie Qhzmn ber 5)Jarabel unb beä SBerül^rungSfreifeg nad^ ben bejüglid^en 
3^angenten XV unbP V, bie ftd§ im ^unft Vber Seitlinie VD begegnen, ©ann ift 

AXPV^AXFV fomit <^XFV=90o 
b. l). ©a^ 331). 

343. gig. 161: 2tuS A XEV ^ (A XPV) ^ A XFV 

folgt 

<^EXV = <^VXF 
fomit, ba XE||FD, 

©a|: 2)ie Tangente l^albiert ben, bem ©d^eitel gu geöffneten SBinf et jroifd^en 
ber burd^ ben Serül^rungSpunft gejogenen parallelen gur Sld^fe unb bem ju-- 
gel^örigen 35rennftral^L 

3Sergl. l^iemit ©a$ 330). 2)ie Srennftral^len nad^ bem unenblid^ fernen 
Srennpunit gelten parallel ber Sld^fe. 

344. 2)a bie 5lormale ben S^nenminfel ^mifd^en ^ßarallels unb S3renn= 
ftral^l l^albiert, fo folgt : 2llle parallel jur Sld^f e einfaHenben Sid^tftral^len werben 
t)om parabolifd^ gefrümmten ^ol^lfpiegel im 93rennpun!t Dereinigt. Umgetc^rt 
werben bie von einer im Srennpunit biefeS ©piegels angebrad^ten Sid^tqucHe 
auSgefanbten ©tral^len nid^t jerftreut, fonbem paraKel jur Sld^fe fortgeworfen. 



Umbrel^ungSftäd^en. 



175 



2)aburci^ crjicit man eine fräftigcrc Scleud^tung entfernter ©egenftänbe. (3SorteiI 
gegenüber bem Äugel^o^Ifpiegel.) 

2)er paraboKfd^e §ol^lfptegel bilbet bie Innenfläche eineä fogen. StotationS- 
ober tlmbrel^ungäparaboloibs , baä burd^ 35rel^ung einer 5ßarabel um il^re Sld^fe 
befd^rieben mirb. 

345. ^ig. 162: 3)ie »etrad^tung beä gleid^fd^enlligen 2)reiedfä AEXF 
geigt, ba^ bie ^Parabeltangcnte X T 3JlitteHot ju E X ift, l^ierauö folgt, ba^ aud^ 
A E F T gleid^f d^entlig unb f omit 

<^ ETO = <^ OTF = <^ OXE = <^ OXF 

bal^er XF||ET unb fomitEXFT ein Parallelogramm, beffen diagonalen auf ^ 
einanber fenfred^t ftel^en, b. f). ein Sll^ombuS, bemnad^ XO = OT; ba ferner 
OA||ED, megen OF = OE unb AF = AD, unb 0A|1XN, fo folgt 

AN = AT 
bal^er 

©a^: ^ßrojigiert man ben von SerüIjrungSpunft unb 3ld^fenfd^nittpunft 

begrenzten SCangentenabfd^nitt fenfred^t auf bie 2ld^fe, fo mirb bie ^ßrojeftion oom 

Sd^eitel l^albiert. 

§iernad^ lä^t fid^ in fel^r einfad^er SBeife in jebem 5Punft ber Parabel bie 
Xangente jeid^nen: XN X NA unb AN = AT. 



Sig. 163. 



346. 3ltte jur Sld^fe ber ^ßarabel parallelen ©eraben lönnen, ba fie fomol^I 
naiÜ^ bem unenblid^ fernen jroeiten Srennpunit alg nad^ bem unenblid^ fernen 
aJiittelpunIt fül^ren, fomol^I als Srennftral^len mie als Surd^meffer betrad^tet 
werben. 2)ie SDurd^mefferfä^e (286) lauten ba^er auf bie ^arabel übertragen: 

@a^: Die 5Kitten jeber ^arallelfd^ar ©eignen von beliebiger Slid^tung liegen 
auf einer 5ßaraIIe(en jur 3ld^fe, bem ber Sd^ar jugeorbneten (fonjugierten) 2)ur4meffer. 

SnSbefonbere ftel^t bie Sld^fe auf ber |\ugeorbneten ©e^nenfd^ar fen!red^t. 

©ämtlid^e 2)urd^meffer finb ber 3ld;fe parallel 
unb fd^neiben bie ^Parabel nur in je einem (enb= 
lid^en) ^ßunft. Äonjugierte 2)urd^meffer befi^t bie 
Parabel nid^t. 

Sa^: Die 3^angente im ®nbpunft eines 
©urd^mefferS ift parallel ber jugeorbneten ©eignen« 
fd^ar. 

©a^: 2)ie 2^angenten in ben (Snbpunften 
einer ©el^ne fd^neiben fid^ auf bem ber ©el^ne 
jugeorbneten 2)urd^meffer. 

lieber bie räumlid^e Slbleitung ber 35urd^5 
mefferfä^e fiel^e 350). 
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347. ^ig. 163 : 2)ic 3^angentcn in bcn ©nbpunftcn einer beliebigen Seltne 
XX' burd^ ben Srennpunft F fd^neiben fid^ in einem 5Pun!te U ber Seitlinie (332). 
^urd) benfelben 5ßunft ge^t gemä^ 346) ber biefer Srennpunftäfel^ne gugeorbnete 
5Durd^meffer UM. 35a^er, votm EX||UM, gemäfe 343) 

<^ UXM = <^ UXE = <^ XUM 
bal^er 

UM = MX = MX' 

f omit liegt U auf bem Umfang be§ §alb!reifeg, ber X X' jum ^urd^meffer l^at, 
b. f). A XUX' ift red^troinflig unb fomit 

©a|: 3)ie 2^angenten in ben (Snbpunften einer 33rennpun!töfel^ne fd^neiben 
fid^ unter red^tem SBinfel auf ber Seitlinie. 

3ugteid^ folgt au§ biefer Setrad^tung Sa^ 331) bejro. 342), benn 

PX . FX' = (MX — MF) (MX + MF) = MX'^ — MF^ = MU^ — MF^ 
= FU2 ba^er FUj_XX'. 



^axattetpxoieMion ber ^axabet. 

348. 3)a jebe beliebige ^ßaraffelprojeftion einer GUipfe roieber eine Gffipfe 
ift (278), fo folgt als Sonberfatt 

©a^: Sebe beliebige 5)SaralIelproje!tion einer ^Parabel ift mieber eine ^arabet. 

Ober: 3>eber beliebige parabolifd^e ßplinber, entftanben baburd^, ba^ eine 
©erabe von beliebiger SRid^tung fid^ felbft parallel längö einer 5ßarabel l^ingleitct, 
wirb oon jeber beliebigen (äbene nad^ einer Parabel gefd^nitten. 



349. 3Serfäl^rt man raieber roie in 336), fo folgt 

©a|: Seber beliebige j\ur ^Tangentialebene eines beliebigen parabolifd^en, 
effiptifd^en ober ÄreiSfegelS parallele ebene Sd^nitt ift eine Parabel. 

Ober: 2)ie S^ntralprojeftion einer 5ßarabel, einer Gllipfe ober eines ÄreifeS 
auf eine ju nur einem projigierenben ©tral^l parallele Gbene ift eine ^Parabel. 

Unb: 2)ie 3^"tralproieItion einer Parabel auf eine fämtlic^e ^ßrojeftionSs 
ftral^len fd^neibenbe &Um ift eine Gllipfe bejro. ein ÄreiS. 

Setrad^tet man bie ^Parabel als GUipfe mit einem unenblid^ fernen SSrenn- 
punft, fo folgen obige Sejiel^ungen als SonberfäUe ber elliptifd^en ©d^nitte bc= 
liebiger ettiptifd^er Äegel. 

2)ie projeftioen Gigenfd^af ten von 5ßol unb polare, ber ©a| beS 5ßaScal 
unb beS 33riand^on gelten aud^ für bie Parabel. 
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350. 3)aä ®bencn6üfc^el burd^ bie Scrül^runöämantcninic SL einer an 
einen beliebigen elliptifd^en Äegel gelegten Serül^rungSebene fc^neibet bie ^n le^terer 
parallele ^ßarabelebene nad^ parallelen burd^ ben unenblic^ fernen 5ßunft ber Parabel, 
b. f). naä) 2)urd^mefl[ern. 3)er ©runbfd^nitt beS Äegete roirb t)on SerüJ^rungS^ unb 
^arabelebene nad^ ber 2^angente t unb ber ^u il^r 

parallelen ©el^ne XY gefd^nitten. 2)ie burd^ bie 5i9- 164. 

SKitte J biefer Seltne gelegte ®bene beä Süfd^elö V^ 

gel^t burd^ bie Sld^fe SO, ba bie ©d^nittgerabe LJ — 7^n\ ^ 

mit ber ©runbebene ber ju t I| XY jugeorbnete jf/fllvi 

^urd^nteffer L O ber (Srunbettipf e ift. ©bene (S L O) /Y/ i I \\ 

fd^neibet bie ^arabelebene nad^ bem ber ^ßarabel--" y^/ H \ \ vV g^ 

fel^ne XY gugeorbneten 3)urd^meffer JQ||LS. j/^' '^^^''^^.r^\L^ 
Um gu beroeifen, ba^ jebe ju XY parallele ^arabels f 1 ^\]\ 1^ 
fel^ne burd^ JQ l^albiert wirb fc^neibe man ben -^v] 7 a\\'\ 
Äegel burd) eine gur ©runbellipfe parallele (Shtnt. j''^'=^:zzz^^}~I^ 

2)iefe fd^neibet bie Serül^rungSebene nad^ ber S^an« J^ ^ 

%zniz t' II t, bie (Sbtm ber 5ßarabel nac^X' Y' || XY, 

Gbene (SLO) nadj) L'O' || LO unb bie äc^fe SO im 3Kittelpunft 0' ber ent^ 
fte^enben SdEjnittellipfe. L'O' ift fomit ber X' Y' || t' jugeorbnete 2)urd^meffer ber 
©d^nittettipfe, l^albiert alfo X'Y' in J', bem Xreffpunit t)on X'Y' mit JQ. 

Um inSbefonbere biejenige (Sbene beS 35üfd^el§ LS ju finben, raelc^e bie 
Parabel na6^ ber 3lc^fe fd^neibet, bemerfe man, bafe 2ld^fe unb gugeorbnete Sel^nen^ 
fd^ar fenlred^t ju einanber ftel^en. ©d^neibet man bal^er ben Segel burd^ eine 
5u S L f enfred^te ßbene, f o erzeugen S3erül^rungö5 unb ^arabelebene für bie ents 
fte^enbe ©d^nitteHipfe eine S^angente nebft ^araHelfel^ne, bie beibe gu LS fenfs 
red^t ftel^en. 2)ie 5!Kitte biefer ©el^ne bcftimmt ba^er bie gefud)te @bene be§ 
Süfd^el^. 

Seifpiele. 

351. 1. älufgabe: ®ine 5ßarabel fei gegeidinet. Sld^fe, Srennpunft unb 
Seitlinie %\x finben. 

Söfung : 3)ie SSerbinbungägcrabe ber 3Mitten irgenb jroeier paratteler 
©eignen ift ein 35urd^meffer ber Parabel unb giebt bal^er bie Sld^fenrid^tung. 3fci>« 
l\x biefem ®urd^meffer fenfred^te ©el^ne ift ber Slc^fe jugcorbnet. 2)ie 5!)Jitte 
einer fold^en ©el^ne ift bal^er ein 5|Junft ber Sld^fe. 

ßiel^e im ©nbpunit beä guerft beftimmten 2)urd^mefferö bie jur gugeorbneten 
©el^nenfc^ar parallele S^angente. ®aö auf biefer 2^angente im ©d^nittpunft mit 
ber ©d^eiteltangente crrid^tete £ot trifft bie Sld^fe im 93rennpunft u. f. f. 

352. 2. Slufgabe: SSon einem geg. ^unft P eine 2^angente an eine 
^Parabel i\u giel^en. 

©auerbed, ©tcteomettic. 12 
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Jig. 165. ^^ SKngcnommcn PX unb PY fctcn bic ge^ 

fud^ten S^angentcn. 3)et SJurd^mcjfet burd^ P, 
bcr bte 5ßara6cl in C treffen mööe, l^albiert ge- 
möfe 346), ba et ber Serül^rungäfel^ne jugeorbnet 
ift, XY in D. 3ie^e in C bie %yx XY paraOere 
Sangente U V, f o l^albiert auä bemf elben ©runb 
bet SDurd^meffer burd^ V bie Serül^rungSfel^ne C Y 
ber t)on V (m bie ^arabel gezogenen Stangen^ 
itw. im 5ßunft E. 5Run ift VE || PD, bal^er 
PV = VY unb fomit PC = CD, b. 1^. 

©a^: 3)ie burc^ ben ©d^nittpunft jroeier 2^angenten unb bie 3Rittc ber 
Serül^rungäfel^ne begrenjte 3)urdS)mefferftredfe wirb t)on ber ^Parabel l^albiert; 

fomit 3ß^^^wng : 33eftimme irgenb einen 3)urd^meffer. '^x^Ss^t burc^ P bie 
parallele. S)iefe trifft bie ^ßorabel in einem ?PunIt C. Verlängere PC um 
fid^ felbft big D. SBerbinbe einen beliebigen 5Punft Z ber $ßarabel mit einem 
beliebigen ^unft G beS 2)urd^mefferS PD unb verlängere ZG um fid^ felbft 
biö H. 3)ie $ßarallele burd^ H ju PD beftimmt ben 5Porobelpunft L, bann 
ift ZL eine bem 3)urc^meffer PD j^ugeorbnete ©el^ne, ba fie t)on PD l^albiert 
wirb. S)ie 5ßarallele burd^ D ju ZL beftimmt bal^er bie Serül^rungäpunftc X 
unb Y ber gefud^ten 2^angenten. 

353. 8. Slufgabe: S)urd^ fünf geg. fünfte, Don weld^en ber eine im Un- 
enblid^en liegt, eine Parabel ju legen. 

25fung mie in 295). 



Ptifieir ^ff: ^ie §^x^i^tx%tii^rMU. 



Sig. 166. 



\ y^ 



\J>' 



A 


^ \ 


7 C / 


Pvwj»\ 


j^-^-L^ \ \jiu> 


y i t 


Vtxf 


/ ^' 


y \L 


/l,.--\ — *^.: 


\.~~--J^ 


.^^^7 \ ' 


W \^/. 



354. 3ebe burd^ bie ©pi^e cincö 
fenfrec^ten ÄreiSlegelS gelegte ®Bene 
(RSR')r ^i^ i^^ff^« ^läd^e nad^ groci 
9Jlantellinien fd^neibet, trifft, paraffel 
Derfc^oben, forool^l iiegel« als ©c^citel^ 
legelfläd^e unb erzeugt bal^er eine jroei- 
äftige, nid^t gefd^toffene, ftetig gc= 
frümmte ebene Sinie, bie ^^perbel 
^ei^t. ©iefelbe befi^t groei unenblidb 
ferne 5|Junfte, bie ©d^nittpunfte il^ter 
@bene mit ben %\x il^r parallelen !E)ian= 
tellinien. 3>« jebem biefer beiben fünfte 
laufen jmei ^pperbeläfte gufammcn. 

2)ie ©d^nittgerabe AB ber ©bene 
ber §9perbel mit bem gu festerer fenfs 
redeten Sld^fenfd^nitt beS Äegelö ift 
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S^mmctricgcrabe für bie .^ppcrbet unb ^ei^t, ba fic bic näd^ftliegenbcn 5Pun!te 
bcibcr ^^pcrbcläftc, bic ©c^ettel A unb B, ober Dtclmcl^r, über ben unenblid^ 
fernen $unft t)on AB gered^net, bic entfemteftcn ^ßunftc A unb B »crbinbet, 
bic gro^c äd^fe ber §pperbel. 3)ic beiben bcm fenfred^tcn Slc^fenfc^nitt ein- 
befd^ricbenen Äreifc, roeld^e bic grofee äc^fe ber ^^pcrbel in F unb F' berül^ren 
(FF II SM'), erjeugen roieber bic SJanbelinfd^en Äugeln. S^^genb eine 5DlonteI= 
linie treffe bie Äreife, nad) roeld^cn biefe Äugeln ben Äegel berühren, in P unb Q, 
bic Sd^nittebene im J^ppcrbelpunlt X, bann ergeben bie frül^eren 33etrad)tungen 

XF = XP unb XF = XQ 
fomit 

XF — XF = PQ = GK = fonftanS 
fomit 

1. ßrlUrung: 3)ie §9perbel ift Ort aller ^ßunfte, für meldte ber Untere 
fd^ieb ber beiben ©ntfemungen Don jroei feften fünften F unb F', ben fogen. 
33rennpunften, ftd^ nid^t änbert. 

Ober TOcnn man bic Heinere ßntfemung XF oon X auä auf ber größeren XF' 
abträgt unb mit bem 5Reft biefer ©tredfc um F' einen ÄreiS befd^reibt (^ig. 171): 

2. ©rllärung: 35ie ^pperbel ift Drt ber 5!Kitte(pun!te aller Greife, bie 
einen geg. ÄreiS berühren unb burd^ einen aujscrl^alb beS Äreifeä geg. $unft gelten. 

3)er ^albmeffcr beä geg. ÄreifeS ift ber Unterfd^ieb ber Srennftral^len, ber 
ÜHittetpunft unb ber geg. ^unft finb bie beiben Srennpunite. gül^re eine 
3eid^nung ber ^^perbel auä auf ®runb biefer ßrllärung. 

355. 3)ie SKantellinicn be8 ÄegelS alö proji^icrenbc ©tral^Ien ber ®runb-- 
f reife aufgefaßt, ergiebt pd^, atterbingS oorerft nod^ unter 3Sorau8fe$ung einer 
befonberen Sage beö $roieftion8mittelpunftS, ber 

©a^: 3)ie 3cntra(projeftion cincä ÄreifeS auf jebe ju jroei projigicrenben 
Strahlen parallele @bene ift eine ^^perbet. 

Scifpiel: 3)er Sd^atten ber ©pi^e eineä fenlred^ten ©tabä befd^reibt im 
Sauf eines SCageä einen ^^pcrbelaft. 

356. Dbrool^I ^pperbet unb (Sllipfe a(ä S^^^tralproicftionen beä Äreifeö 
in il^ren ©genfd^aften tJöHig übereinftimmen , beibe Äuroen aud^ jroei cnblid^e 
Srennpunfte befi^en, fo jeigt bod^ baä 3Serl^alten ber ^^perbel, roegcn ber beiben 
unenblid^ fernen ^ßunltc biefer Äuroe, ujcfentlid^c Slbrocid^ungcn gegenüber ber 
eUipfe. 

^m Jotgenben merben einige ber roid^tigften 6igenfd)aften ber §9perbel 
burd^ Setrad^tung am Äegel abgeleitet. 



367. giß. 166: ^aäf bem ®a§ übet bie ®lei(^fieit bet Tangenten ron 
einem $untt nn eine Jtugel folgt 

(AB + BP') — AF = AG — AK = KG 
unb 

(AB + AP) — BF' = BL^BH=-HL 

rootauS bwtc^ Subtraftioit, ba KG = HL 

2AF— 2BF' = ober AP==BF' 

fomit 

AB = AF' — F'B = AG — AF = AG — AK = KG 
ba^et 

XF' — XF = AB . . =2a 
b. 1^. ber unceränbetlic^e Unlerfc^ieb ber ^rennftra^len ift gleii^ bei gtogen Sti^fe. 
3)tan ift iitereingefornraen , bie Sänge AB bet grofeen Slt^fe bet .^pperbef, in 
Uebeieinflimmung mit bei @l(ipfe, mit 2 a ju bejeiciinen. 



358. ©ie Ebenen bet SetüfiningSftcife fc^neiben bie ^^perielebene na* 
ben gut ^^perbcla^fe fenlte(^ten Seitlinien VD||V'D'. ^iefjt man BG'IIDK, 
f"ift 



' ' 




DA KA 






DB " KG' 


ober, bo 




AK = AF unb KG' = BL = BF 

DA PA D'A P'A| 


fontit 




DB ~ FB '^*"'° D'B -F'B' 


®i< 


e gtofee 9li^fe bei ^gperbel roiib bun^ jeben bet ©tennpimtte 


unb feine juge^ötige Seitlinie ^otmonifd) geteilt. 






3ugleid) folgt DA = D'B, b. ^. Seit^ 




Sig 


. 167. linien roie Stennpuntte liegen f^mmettif* 
bejüglid) beS ^Olittelpnnttä. 



359. 2;a JMIIDK, fo folgt mit«e= 
lüäfi^tigung non 358) 

JK _ AK _ AP _ BF 

MD ~ AD ~ AD ~ BD 

_ BF — AF _ AB _ OA 

~ BD — AD ~ DD' ^ OD 

mobei bet Miltelpuntt bei ^^petfiel ift, 

iinb ba bet F jugeothnete Ijatraonifdfe 

^Buntt D but^ bie Scrü^ningSfe^ne bei 

uon F an ben Äreie übet AB alä 2)uHb^ 
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mcffer gezogenen 2^angenten bcfttmmt wirb, bic Serül^rungäfcl^ne fomit Scitlinic 

i% fo folgt (gig. 167) 

OA _ OXJ _ JOF _ OF^ 

OD ~ OD ~ OU ~ OA 

Scrücffic^tigt man, ba^ in gig. 166 

JK = XQ = XF 

«nb, wenn XE J_ DV, aud^ 

MD = XE 

fo folgt XF OF f ... 

XE==ÖA =-r = *(>^> 
fomit 

Sa^: 2)ie ^ppcrbcl ift Ort aller ^Punltc, beten 9lbftanbSt)etl^äItni§ »on 

einem geg. ^ßunft, bem Srennpunft, unb einer geg. ©eraben, ber biefem ©renn? 

punft jugel^örigen Seitlinie, fid^ nid^t änbert. 

2)iefeS 3lbftanbät)erl^ältniä ift baö 3Ser^ä(tnig ber l^alben Srennroeite §ur 
l^alben großen Std^fe unb ^eijst ß^entrigität. 

35ie ßjjentrijität ber §^perbe( ift ftetä größer ate 1. 

^ebtufuui hex ^fatte ^IRfft^ '^atof et, ^tfpexM. 

360. 2)ie Sejeid^nungen ©ttipfe, Parabel, ^^perbel bejjie^en fic^ auf ben 
2Bert ber (Sjjentrijität, b. f). be§ für jebe ber brei Äuroen unoeränberlid^en Slb- 
ftanbSoeri^ältniffeä eineä Äuroenpunitö Don einem feften 5|8unft, bem Srennpunft, 
unb einer feften ©eraben, ber j\ugel^örigen Seitlinie. @ö ift für 

f 
bie ßllipfe = e <1 

f 
bie Parabel — ~ e = 1 

f 
bie $9perbel — = e> 1; 

e§ finbet alfo für bie ©Ilipfe ein 3wrücfbleiben eXXetneiv 

bie ^Parabel ein ©leid^Iommen irapaßdXXetv 
bie §9perbel ein Uebertreffen 6TCepßdXXeiv 

be§ einen SlbftanbS bejüglid^ beö anberen ftatt. 

"^xennpuntiU unb f nttgettfe. 

361. 2)ie burd^ bie 5KanteUinie SX gelegte Serül^rungöebene beS Äegelö 
fd^netbet bie ^pperbelebene nad^ ber §^perbeltangente in X, bie mit ben gleid^^ 
zeitig erzeugten S^angenten QV unb PV ber Serül^rungöfreife in ben fünften 
Y unb V ber SeitKnien jufammentrifft. ^ann folgt an^ 

AXFV^ AXQV 

<^XFV= <i:XQV = 90« 
b. 1^. ©a| 331). 
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362. gemer folgt 
unb, ba 

fomit 

b. f). 

(Sa|: S)ie 2^angentc l^albicrt ben SBinfcl ber Srcnnftral^Ien gum 93crül^= 
rungöpunft. 



<i:FXV = <^VXQ 

A XFV ^ A XPV : ^ F'XV' = <^ VXP 

<iFXV = <i:F'XV 



^onfoftaCe ^ttipfen unb ^tfptxMn. 



gtg. 168. 




363. ©a bic Halbierungslinie beö 
3lu^enn)in!e(ä ber 93rennftral^(en S^angente 
einer (SHipfe ift, roelcfie biefelBen Srcnn-- 
punfte f)at, wie bie Hyperbel, fo folgt 

©a|: ©ttipfen unb §pperbeln mit ben= 
felben 33rennpunften burd^fd^neiben fxä) xtd)U 
rainflig, 

ober : llonfofale ßllipfen unb Hyperbeln 
bilbcn ein ortl^ogonaleä Softem. 

3eige in ber Slnorbnung ber ^ig. 168 
bie Slid^tigfeit ber ©ä|e r ± r' = fonftanö. 



5tg. 169. 



^ftfmptoten. 

364. ®ie Hpperbelebene fei parallel ber (Sbene ber 5Wantellinien SR 
unb SE'. 5Die burd^ biefe 3Mantellinien gelegten Serül^rungöebenen beä Äegelö 
fd^neiben bie §pperbelebene nad^ ben §u SR unb SR' parallelen S^angenten OTT unb 
TJ' in ben unenblidj) fernen 5ßunften ber §^perbel, ben fogen. Slf^mptoten. ®ic 
33ejeic^nung rül^rt l^er von ^ auv kikziu =: nid^t gufammen faffen. 5Diefen ©eraben, 
roeld^e bie Äurüe im Unenblid^en berül^ren, näl^ern ftdt) nämlid^ bie §pperbeläfte 

üom Sd)eitel auS ungemein xa\ä) unb ftarf, 
fo bafe bie Krümmung ber ^pperbel balb 
eine fel^r fd^mad^e loirb; tro| beffen finbet 
im ©nblid^en fein gänjlid^eä 3wfammen= 
fallen ber ©eraben unb ber Äurt)e ftatt. 

2öie bie 33erül|rungämantellinien SR 
unb SR', fo liegen bie afpmptoten OU || SB 
unb OU' II SR' ^um fenfrec^ten 2ld^fen= 
fd^nitt unb fomit aud^ gur großen äld^fe 
f^mmetrifd^. 

2)a fid^ bie Serül^rungöebenen rxaä) 
ber, bejüglid^ beö @runbfreife§ JQR J', 
j\um $ol T oon RR' fül^renben ©eraben 
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ST fd^nctben, fo ift S — TJM'J' ein l^armontfc^eS ©tral^lcnbüfd^cl, unb ba 
MB II M'S, fo ift OA rrr OB, b. f), 

©a|: 35ie äfpmptotcn fd^neiben fid^ im 3JlittcIpunIt bcr großen Sld^fe. 

365. 35a für ben uncnblid^ fernen 5ßunft SCangcnte unb Srcnnflral^l parallel 
finb unb baä im Srennpunft auf bcm SSrennftral^l crrid^tete £ot bie 3^angente 
in einem $unft ber Seiüinie trifft, fo beftimmt (^ig. 167) ber Sd^nittpunft U beä 
§atbfreifeö über F mit ber Seitlinie bie Slf^mptote OTT. 3^^^* ^^^ UA unb ÜB, 
fo ift <^ AUF = <^ AUD, fomit, ba gemä^ 358) U — FADB ein l^armonifc^eö 
©tral^tenbüfc^el, TIA J_ ÜB, b. 1^. U liegt audj) auf bem ÄreiS über ber großen 
Sld^fe ate 2)urd^meffer. 

S)ie Slf^mptoten finb fomit bie ^albmeffer nad^ ben 8erül§rung§punften ber 
2^angenten t)on einem 33rennpun!t an ben über ber grojjen Sldjjfe 2 a a(ä S)urd^5 
meffer befc^riebenen ÄreiS. 

366. 2)ie in A jur großen Slc^fe fenf redete ©d^eiteltangente treffe bie 
Stf^mptote OU im 5ßun!te C, bann ift 

AOAC^AOUF fomit OC = OF = f 
b. ^. 

3)ie Slfpmptoten finb bie ©tral^len oom 3KitteIpunft nac^ ben Sd^nitt- 

punften ber ©t^eitettangenten unb beS um ben SWittelpunft mit ber l^alben SSrenn-- 

meite befd^riebenen Äreifeä. 

367. 3Jlan erl^ält biefeö ©rgebniö 
aud^ an^ §ig. 170 burd^ folgenbe Setrad^- 
tung: 2)a ber Äreiä um X mit XF ben- 
jenigen um F' mit AB = 2 a in N berül^rt 
unb bie 2^angente in X ben SBinfel ber 
Srennftral^Ien l^albiert, fo ift, wenn FN 
g^ogen mirb, FW = WN 
unb ba F = F' f o folgt 

OW II FNunbOW = -^ FN = a, 
b. ^. 

©a^: 2)er nm ben 3JlitteIpunIt mit ber l^alben großen Sld^fe befd^riebene 
^reiö ift Ort für bie ^u^punfte aUer Sote, bie oon ben SBrennpunften auf bie 
2langenten gefällt werben, 

ober : 3iß^t man üon einem 5ßunft au^erl^alb eine§ ÄreifeS ©trauten nad| 
fämtlid^en ^ßunften beäfelben, fo uml^ütten bie in biefen ^ßunften erridjjteten Sote 
«ine §9perbel. 

2)a bie 3^angente im unenbKd^ fernen 5PunIt burd^ gel^t, fo ift in biefem 
befonberen %aü baS Sot FU oom Srennpunit auf bie äf^mptote SCangente an 
ben um mit a befdEjriebenen Äreiö. 

2Bie lautet obiger ©a^ für bie ©Ilipfe unb Parabel? 
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368. 2)cm Bei bcr ©Hipfc t)on i)cn beibcn ^albad^fcn unb bcr litten 
93rcnnn)cite (^ebilbctcn rcd^troinlliöcn 2!)reicrf cntfprtci^t bei bet ^^petbel baä rec^t? 
winflige AOAC. 3Kan ift ballet übcreingefornmen, AC als bie reette Heine 
§aI6o^fe b ber ^perbel ju bejeid^nen. 3))ann ift im A A C 

a'^ + b^ == f^ 

tint Sejiel^ung, bie mit berjenigen für bie SHipfe übereinftimmt, fobalb bie reelle 
Heine 2lci^fe ber ®tttpfe imaginär mirb: 

a^ — (ib)2=:P 

b. 1^. bie §9perbe( fann alä ßllipfe mit einer imaginären ^auptad^fe 
betrad^tet werben. 

Die in ^ur großen Sld^fe AB fenfred^te gmeite ©^mmetriegerabe ber 
^^perbel mirb ate Heine 2lci^fe ber §pperbe( bejjeid^net. Dbrool^t fie bie ^pperbel 
nic^t fd^neibet, fo fagt man bod^ in Uebereinftimmung mit ber (Sllipfe, fie roerbe 
von ber ^pperbel in ben imaginär fonjugierten (Snbpunften + ib unb — ib 
getroffen. 

369. 31 uf gäbe: SBeld^e Se^iel^ung befielet jroifd^en ben Slbftänben eines 
^pperbelpunftä von ben beiben §auptad^fen? 

©inb r unb r' bie SSrennftra^len nac^ bem ^t)perbe(punft unb x unb y 
feine Slbftänbe von ber Heinen unb großen 3td^fe, fo ift (^ig. 171) 

r + r' = 2a 1) 

r^ = (x + f)2-(-y2 2) 

r'2 = (f-x)^ + y2 3) 

(r + rO (r — r') = 4 f X 2) - 3) 

Slug r — r'=:2-x r + r' = 2a 

a 

f f 

folgt r = a+-x r' = a — — x ..4) 

Diefe aBerte in 2) + 3) eingefe^t, folgt 



(a + ~ x)' + (a- Y ^y = 2x'^ + 2y^ + 2P 

ober 

^' + ^,x^^ = x^ + r + p 

morauS 

f ' — a^ 

a^ -^ 

ober, ba gemä^ 368) 

f2 _ a^ = b^ 
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nad) einiger Umformung 



Sig. 171. 



a 



= 1 



in Uebereinftimmung mit ©a^ 368) and) 
gef einrieben : 



+ 



= 1 



a' ■ (ib^) 

3)a nur biejenigen ^ßunltc auf bcr 
Ö9perbel Hegen, beren Sldfifenabftänbe ber 
gefunbenen Sebingung genügen, fo Reifet 




+x 



a^ b^ 

bie ©leid^ung ber ^pperbel. 

370» §at bie ^pperbel gleidjie Sld^fen a = b, fo l^ei^t fie gleid^feitig unb 
il^re ©leid^ung lautet 

x^ — y^ = a* 
2)agegen fagt 

ba^ alfe fünfte, beren äld^fenabftänbe biefer SJebingung genügen, oom äld^fen? 
fd^nittpunlt gteid^e Entfernung a l^aben. Se^tere Oleid^ung ift bal^er bie 
©Icid^ung eineä Äreifeä mit 3BitteIpunft unb §albmeffer a. 

®ie älfpmptoten ber gleid^feitigen §pperbe( l^albieren bie 9BinIel ber §aupt- 
ad^fen unb ftel^en ju einanber fenfred^t. 

371. Seroegt fid) ein ^unft P fo, bafe feine ©ntfernungen oon jmei feften 

fünften fid^, ben oier ©runbred^nungäarten entfpred^enb , lonftant änbern, fo 

befd^reibt er für 

eine ©Hipfe 1) 

eine §9perbel 2) 

eine Semniäfate 8) 



r + r' = 2a 

r — r' = 2a 

r . r' = k^ 

r m 

r' ^ T" 



aiuffattenb ift, bafe für bie JDioifion 
ber SreiSauftritt als Sonberfatl ber SHipfe. 

3eid)nung ber Semniäfate : 5Kad^t man 
bie geg. ©tredfe k jur §öl^e eineä rec^troinf- 
ligen S)reiedf§, fo finbet man gu jebem be« 
liebigen ©tral^l r ben gugel^örigen r' mittels 
beS ©a^eS über baS Ouabrat ber ^öl^e be§ 
red^troinlligen 3)reiecfg. 2)ie Greife um bie 
geg. fünfte F unb F' mit ben ^albmeffern r 
unb r' geben oier ^unlte ber gu FF' unb 
bem SRittellot oon FF' fpmmetrifc^en Äuroe. 



einen Äreiö 4) 

Sig. 172. 
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Semnidfoten entfielen beim ^ut(^gang poEarifierten £i<f|t<ä hitäf ofitifc^ gniei< 
at^ftge Jtir^ftaQe. (äftragonit, ^alifalpeter.) 

3)et ÄreiS -^ = -^ ift bei fitetä beä atpottoniuS ii&er bem Stfeflanii b«^ 
jentgen beibcn *lBuiitte alö Itutc^meffer, loeli^e bie SBetbinbungSflrerfe bet 6eiben 
geg. fünfte innen unb aufeen im fetben 3ietf|ültniS — teilen. 

372. ^iefeltien Setrad^tungen nie bei @Kipfe unb ^latiel ergeben 
6a|: 3ebe ^araUelpiojeltion ber §9perbel ift roieber eine ^^peibel. 
©a$: Sfber fi^petbolitc^e, potabolijdie, eHiptifi^e ober Rreiätegel roirb non 

jeber 3u groei 3)iantel[inien parallelen Ebene nad) einer ^^perbet gejcfinitten ; 

ober: Iiie ^enl^ilpioiettion einet 09petbel, ^otobel, SHipfe ober einrt 
£teife§ auf eine j(u jroei ^rojeftionäftra^ten parallele Silbebene ift eine -Ö^perbel 
{8emerfung 336 ©c^tufe) 

unb: Sie 3s'^^<i^l>'^cjettion einer .^Qpetbel auf eine ju nur einem ^rojet- 
tionöpra^I parallele ®bene ift eine Parabel; 

unb: 35ie Sf^t^lpi^ojeftion einer ^^pcrbel auf eine fämtUi^e IBrojeftionä' 
ftra^Ien ft^neibenbe ßbene ift eine ©Hipfe ober ein .Sreiö. 

J>iir((imeffer. 

373. ®ie @ä|e über bie ®urd)meffer ergeben ftd) ganjt allgemein auä ber 
Setnu^tung beS ^9perbolif(^en ©c^nittS beS elliptifdien flegelä: 

23ie p (RSR') parallele Jp^perbelebene fd^neibet bie ©runbeHipfe na^ 

bet gu EB' parallelen (Se^ne QQ', roeldie »erlängert bie in B unb B' gejeidl' 

neten SCongenten in V unb U' trifft, ©ie fdjueibet bie burdfi SR unb 8E' 

gelegten Serü^rungiSebenen nai$ ben ju biefen 

^0- "3- 2Ranteltinien paraCelen Ülf^mptoten ÜO unb Ü'O, 

*■ beren ©(^nittpuntt 0, ber 3Kittelpun(t bet ^^per^ 

bei, auf ber ©d^nittgeroben ST ber Serü^ning*^ 

ebenen liegt. SJet ben ©öipfenfe^nen EB'IIQQ' 

üugeorbnete 2lur(^mefjer JJ' ge^t burc^ bie SRitten 

M unb M' biefer ©e^nen unb burtb ben ©dmitt^ 

puntt T ber ßHipfentangenten in E unb E'. 3)« 

biefe Betrachtung für jeben $arallelfifinitt jui 

©runbeHipfe gilt, roelc^eS auc^ bie Sage ber leji- 

teren fein mag, QQ' ober nugleii^ ^^perbelfefi'ne 

ift wnb bie burdi ^urdfemeffer M' T unb Äegel^ 

fpi^e 8 gelegte ebene bie ebene (ESE') unb ik 

iigperbelcbene nac^ M'S||MO f*neibet, fo folgt, 
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bafe bie 3Kittcn aller ju QQ' parallelen ^^perbelfel^nen auf OM liegen imb im 
befonberen gall bie im ©d^nittpunft P t)on OM mit S J, b. f). mit ber §pperbel 
gejetd^nete $arallelfel^ne KK' S^angente ber ^pperbel ift. 2)a^er 

®a$: 3)ie 5Dlitten paralleler §pperbelfel^nen liegen auf einer burd^ ben 
3Kittelpunft ber öpperbel gel^enben ©eraben bem ber 5Parattelfe^nenfd^ar juge^ 
orbneten Durd^meffer. 

©a^: 2!)ie S^angenten in ben Sc^nittpunlten eineö 2!)urd^mefferö mit ber 
§pperbcl finb ber jugeorbneten ©el^nenfd^ar parallel. 

374. ©er einer ^arallelfel^nenfc^ar parallele 2)urd^meffer l^ei$t bem, bie 
SJlitten ber ©c^ar uerbinbenben 2)urd^meffer gugeorbnet ober fonjugiert. 

3!)ieienigen 2)urd^meffer , meldte in ben, ber f leinen 3lc^fe jugel^örigen 
©d^eitelminfel^äd^en ber Slf^mptoten liegen, fd^neiben bie ^^perbel nid^t; alle 
anberen 3)urc^meffer bagegen treffen bie §9per6el in jmei fünften. 

3Son jmei jugeorbneten I)urdSimeffern fd^neibet immer nur einer bie §pperbel 
(in jroei fünften), ber anbere bagegen nid^t. 

3eber 2)urd^meffer ber ^pperbel mirb t»om ÜJlittelpunft ber festeren l^albiert. 

375. 3)ie in Q unb Q' an ben Äegel gelegten Serül^rungäebenen, beftimmt 
burd^ S unb bie in Q unb Q' an bie ©runbellipfe gezogenen Tangenten EV 
unb E'V, meldfie fid^ in V auf bem QQ' ||RR' jugeorbneten SDurd^meffer MT 
treffen, fd^neiben bie (Sbene ber ^^perbel nad^ ben, ju il^ren Sd^nittgeraben ES 
unb E'S mit ©bene (RSE') parallelen ^pperbeltangenten QD unb Q'D. S)a 
bercn Sd^nittpunlt D gugleid^ ber gemeinfame ©dS)nittpunft beiber Serü^rungö; 
ebenen unb ber ^pperbelebene ift, bie ©c^nittgerabe S V erfterer aber bie ^tiperbel-- 
ebene im ©d)nittpunft mit bem ber ^^perbelfebne QQ' jugeorbneten ^^perbel-- 
burd^meffer MO||M'S trifft, fo folgt 

© a 1 : 35ie in ben (Snbpuniten einer §pperbelf el^ne gejeid^neten 2^angenten 
fc^neiben ftd^ in einem ^unft beS ber .^pperbelfel^ne jugeorbneten ®urd()mefferä. 

376. gig. 173. äuä 

PK MU M^R t>t:-_x>ti-^ 

TK^-"Mir""- Wr^ '^^Ö* PK -PK 
b. l;. 

©a^: 3)aä jrt)ifd()en ben Slf^mptoten liegenbe ©tüdf ber §pperbeltangente 

mirb burd; ben 33erül^rungöpunft l^albiert. 

377. gig. 173. 2luS 

MU = MU' unb MQ = MQ' 
folgt 

b. f). 

© a $ : 2luf jeber cf)t)perbelfelante finb bie beiben äußeren, jroifc^en ^pperbel 

unb Slfijmptoten liegenben 3lbfd[)nitte einanber gleic^. 

SBirb bie ©efante jur 3;angente, fo folgt alö ©onberfaH 376). 
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^iemad) ergicbt jtd^ eine einfädle 3^^^wwfl k«*^ ^ppetbcl auä ben ätf^m* 
ptoten unb einem beliebigen ^unlt Q: Sege butd^ Q ein ©ttal^lcnbüfci^el unb 
trage auf jebent ©tra^I bie jroifc^en Q unb bem ©d^nittpunft ü mit ber einen 
äf^mptote Hegenbe ©tredte nom Sd^nittpunft U' mit ber anberen 3lf^mptote au§ 
gegen Q l^in ab, fo ift ber (Snbpunft ein weiterer ^ßunft ber §^perbel. 35erbinbe 
bie fo erl^altenen fünfte burd^ eine ftete Sinie m^ freier §anb. 

Um bie Tangente in Q |\u erl^alten, l^at man burd^ Q eine ®erabe gu jie^en, 
fo baf; baö jraifc^en bie SCf^mptoten fattenbe ©tüdf berfelben in Q halbiert wirb 
(mit §ilfe eine§ 5ßaratteIogrammS). 

378. 3)ie in ben @nbpunften N unb N' einer pr Slc^fe fenfred^ten ©el^nc 
gezeichneten ^^perbeüangenten beftimmen mit ben Slf^mptoten jroei auS ©rünben 
ber Symmetrie fläd^engleid^e 3!)reiedfe: 

AOOH^ AG'OH' 

®e^t bie ^^perbel burd^ ^Parattetprojeltion in eine anbere über, roirb alfo 
aug NN'IIGG' unb ber 3l(^fe baS ^araffelfel^nenpaar QQ'||KK' nebft bem 





jugeorbneten 2)urd^meffer O'D, fo folgt, ba f;ierbei gleid^e ^läd^en fid^ roiebcr 

flttd^engleid^ abbilben, anä) 

AKO'J = AK'OJ' 

unb ba Q Q' alö ganj beliebige, nur von ber Slid^tung ber projijierenben Stral^Ien 
abhängige ©e^ne betrad^tet werben fann, 

©a^: ©ämtlid^e S)reiedEe, roeldfie bie ^^perbeltangenten mit ben Slf^mptotcn 
bilben, finb fläd^engleid^. 

2)ie ©d^nittgeraben ^roeier paralleler 3^angenten mit ben Slfpmptoten finb 
bie (Sdfen eines Äonjugiertens^arallelogrammS, fomit, ba bie ^läd^e bcö 
festeren baS SSierfac^e berjenigen beS 3))reiedfö beträgt, meld^eS t>on einer ber 
2^angenten mit ben Slfpmptoten beftimmt mirb, 

©a^: 2lffe Äonjugierten^^araEelogramme ber ^^perbel finb flädfiengleit^. 

379. 2)a bie ^läd^en oon 5Dreiedfen, bie einen SBinfel gemein l^aben, fi(^ 
t)erl^alten mie bie ^robufte ber biefen SBinfel cinfd^lie^enben ©eiten, fo folgt, 
ba bie burd^ bie 2^angenten unb Slf^mptoten beftimmten 3)reiedfe fläd^engleid^ finb, 
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© a ^ : ®tc ^robuftc an^ ben von bcn langcntcn auf ben ätf^mptotcn er« 
gcugtcn 2lbfc^nitten, t)om 3Wittdpunft bcr -^pperbcl auö gemcffcn, ftnb lonftant, 
ober bie SRed^tcdfc auä bicfcn Slbfc^nittcn ftnb fläd^cnglcidfi. 

380. SluS bcm bcfonbcrcn 5<Jtt bcr ©d^eitcltangcnte crgicbt fid^ bic nn-- 

DeränbetKd^e ^teiedPäfläd^e gu 

A = ab 

uttb baä unöeränbctlid^e 5ßrobuft glcid^ bem Duabtat f* über ber falben 
93rennn)eite. 

Setfpiele. 

381. 1. älufgabe: ^n einem geg. $unft P einer ^ppcrbel eine 2^angente 
^u ^eid^nen. 

1. Söfung: «J^albiere ben SSinfel, roeld^en bie Srennftral^Ien nad) P ein-- 
fd^Iie^en. 

2. Söfung : S^i6)m eine ©el^ne ber ju P lonjugierten $araffelfe^nenfc^ar. 
38erlängere ju biefem 3")^^^ ^i"« ^on einem beliebigen ß^perbelpunft Q naä) P 
gejogene ©trecfe um fid^ felbft, bann beftimmt bie ^arattele gu OP burd^ ben 
erl^altenen (Snbpunft einen Sd^nittpunft Q' mit ber §pperbel unb r}iermit bie 
3lid^tung QQ' ber gefud^ten Tangente. 

382. 2. 2lufgabe: SSon einem geg. $unft P au^erl^alb ber ^^perbel 
an biefe eine 2'angente ^u jiel^en. 

1. Söfung: 3)er Äreiä um P mit PF fd^neibet benjenigen um F' mit 2a 
in groei fünften N unb N'. 3!)ie 3JlitteUote ju FN unb FN' ftnb bie gefud^ten 
2^angenten. 2)ie Stral^Ien F'N unb F'N' beftimmen bie Serül^rungäpunfte. 

2. Söfung : 3i^^« ^on P auä brei beliebige ©eJanten, meldte bie ^pperbet 
in AiBi, A2B2, A3B3 fd^neiben. 2)ie ©d^nittpunfte ber ©eraben A1B2 unb 
A2B1, A2B3 unb A3B2, AgB^ unb A, B3 liegen auf einer ©eraben, ber polare 
beä ^un!tö P. 2)iefe trifft bie ^^perbel in ben gefud^ten 33erül)rungöpunlten. 
3mei Söfungen. 

3)iefetbe Söfung beftel^t für Gllipfe unb Parabel. Seroeiö burd^ 3^ntral* 
projeftion ber entfpred^enben Äreiöaufgabe. 

383. 3. Slufgabe: parallel einer ©eraben eine langente an eine .^pperbel 
ju legen. 

Söfung: Si^f)t jroei ber geg. ©eraben parallele Seltnen. ®ie 3>ers 
binbungägerabe il^rer SKitten, b. 1^. ber ben Seltnen j\ugeorbnete ®urd^me)fer, trifft 
bie §9perbel in ben gefuc^ten Serül^rungäpunlten. 

©onberfall ber Söfung (382. 2): Sul)^ brei parallele Seltnen, fo erl^ält 
man burd^ freujmeife 35erbinbung ber ßnbpunfte ^mei be|\n). brei fünfte be§ ben 
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©eignen gugeorbnctcn 2)urci^mefferS. 2)teS ift juglcic^ ein einfad^cS SSctfal^ren, 
bic 3Kittcn bcr ©eignen ju bcftimmcn. 

384. 4. Stufgabe: ©ine Äugel ru^t auf einer horizontalen ®6ene. Sffiie 
ift ein Sid^t ju ftetten, bamit ber ©chatten ber Äuge! auf biefe ßbene eine Sttipfe, 
5ßarabel, §perbel wirb? 

Stntroort: 3)ie Entfernung beS 2id)tä oon ber ßbene ift größer, glei4 
Heiner afe ber 3)urci^meffer ber Äugel. 

385. 2!)aä (äefamtergebniä ber feitl^erigen Setrad^tungen ift fomit 

1. 3!)er ÄreiSfegel fann burc^ eine @bene nur nad^ brei SCrten oon Äuroen 
gefc^nitten roerben ober, eö fönnen nur brei Slrten oon ebenen Äuroen 
auf ber Äreiöfegelfläd^e gejeid^net roerben. 3)iefe ,,ÄegeIfd^nitte" finb je 
nad^ Sage ber Ebene: 

a) bie ßHipfe, ©onberfatt ber Äreiö, 

b) bie ^ßarabel, ©onberfatt bie ©erabe, 

c) bie §9perbel, Sonberfatt baS ©erabenpaar. 

3Jlit anberen Söorten 

©a^: 3)ie S^'^i^ö^P^^i^^*^^^^ ^^^^^ Äreifeö auf eine Ebene ift ein 
Segelfd^nitt. 

2. 3cber ebene ©d^nitt beS eßiptifd^en, paraboKfd^en unb l^^perbolifd^en 
ÄegelS ift roieber ein Äegelfd^nitt, ober 

©a|: ^eber Äegelfd^nitt ift bie B^^^t^^ölprojeftion eineä anberen. 

3. SBirb ber Äegel jum Epiinber, fo geigt fid^: Siebe ben 3KanteUimen 
nid^t parattele (Sbtm fdineibet ben eHiptifd^en ß^linber nur nad^ Ellipfen, 
ben parabolifd^en nur nad^ 5ßarabeln, ben l^pperbolifd^en nur nad^ 
^pperbeln, ober 

3a|: 2)ie ^ßarattelprojeftion eines Äegelfd^nittS ift ftetö einÄegel- 
fc^nitt berfelben 9lrt. 

4. ©ämtlid^e ÄreiSeigenfd^aften, bie bei jentraler ^ßrojeltion fid^ nid^t änbem, 
bel^alten ©eüung für bie Äegelfd^nitte, fo inäbefonbere : 

2)ie Äegelfdfinitte ftnb bie einjigen Äuroen, 

welche oon einer ©eraben in ^'66)^ an raeld^e oon einem ^unft auö 
ftenS jroei fünften gefd^nitten l^öd^ftenö jroei ^^angenten gebogen 
werben. werben fönnen. 

SDie Äegelfd^nitte l^ei^en bal^er aui), naä) ber Slnjal^l ber 
©d^nittpunfte mit einer ©eraben, 2^angenten oon einem ^JJunft (m% 
Äuroen groeitcr Crbnung. Äuroen jmeiter Älajfe. 
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^üt fämtlid^e ^egelfd^nitte ^üitn biefelben 
Sä^c über 5Pol unb polare, 
ferner 

ber ©a^ beS ^aöcal: ber ©a^ beö Sriand^on: 

^k brei @cl^ntttpunlte ber Die brei SSerbinbungdgetoben 

©cgcnfeitcn eines ©el^nenfec^äeds ber ©egenecfen tint^ S^angenten* 
liegen in einer @eraben fed^dedd ge^en burd^ einen $unft 

mit il^ren SonberfäHen, wenn 

bie ©eignen ju 93erül^rungdgeraben bie @dfen ju Serü^rungdpunlten 
raerben, werben, 

unb bejüglid^ ber 93eftimmungdftüdfe . 

©a|: ^thtx Äegelfd^nitt ift burd^ fünf t)oneinanber unabl^ängige 
Sebingungen einbeutig beftimmt. 



^otgemngeti für hU ettnt ^eomeftie. 

386* Silbet man bie ßegelfd^nitte r>on einem beliebigen ^rojettionSmittel:: 
punit au3 auf eine ju einem ^reidfd^nitt beä legete parallele Silbebene ab, fo 
fmb bie beiben ^rojeftionen , Äreiä^ unb Äegelf c^nitt , in ber Silbebene gentrals 
projeftit) aufeinanber bejogen, b. f). a\x6) in ber @bene gilt ber 

©a$: Die Äegelfd^nitte finb bie jentralprojeftiDen Silber beö Äreifeö. 

Die 5ßrojeftion ber Äegelfpi^e giebt ben ^rojeftionämittelpunft , biejenige 
ber ©d^nittgeraben von RreiS unb Äegelfc^nittäebene im 3laum bie ÄottineationS« 
ad^fe ber Silbebene. 

386 a. 3^ jebem Äegelfd^nitt lä^t fid^ bal^er in berfelben Sbene ein Äreiö 
angeben, beffen jentralprojeltiDed Si(b er ift, unb umgelel^rt Iä|t ftd^ aus jebem 
ÄreiS burd^ ^^i^t^ölpwieltion (alfo blo^ mit §ilfe beS 
SinealS) ein Äegelfd^nitt berfelben ®bene jeid^nen. 

(Semä^ frül^er finb jentralprojeltiöe (foffineare) 
Silber einbeutig beftimmt burd^ brei 5Paare jugeorbneter 
©runbgebilbe (fünfte ober ®erabe). Wart erl^ält ba^ 
4er j. S. : 

a) Die ©llipfe auS brei enblidien fünften A', 
B', C, bie brei beliebigen Äreiäpunften A, 

B, C jugeorbnet finb. ^ig. 176. 

b) Die Parabel au^ einem enblid^en 5ßunft A' 
unb einem unenblid^ fernen $unft B', j^u^ 
georbnet ben enblid^en ÄreiSpunften A unb B. 
Denn, ba bie Xangente im unenblid^ fernen 
^unlt ber Parabel felbft unenblid^ fem liegt 
unb bal^er bie ÄoIlineationSad^fe im Unenb^ 



gig. 176. 
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lid^en trifft, fo ift bic Stid^tung bcr burd^ bcn ©d^mttpunlt von BA 
unb B' A' gcl^cnbcn 3ld)f c burd^ bie Ärciätangcntc in B bcftimmt. Sc- 
beutung bcr 9lid^tung OBB'? ^ig. 177. 



giQ. 178. 





c) 3)ic §^pcrBeI au§ einem enblid^en ^unft A' unb groei unenblid^ fernen 
fünften B' unb C, ^ugeorbnet ben enblid^en Äreiöpunftcn A, B, C. 
3)ie S5erbinbungggeraben BB' unb CG' beftimmen ben $rojeftion§5 
mittefpunft 0. Sa bie SSerbinbungögerabe B'C ber beiben unenWic^ 
fernen §pperbelpunlte felbft im Unenblid^en liegt, f o läuft bie Äottineationö- 
ai)^t, beftimmt burd^ bie ©d^nittpunlte üon AC mit A'C || OC unb 
AB mit A'B' II OB, ber biefer unenblid^ fernen ^pperbelfel^ne gugeorb- 
neten ÄreiSfel^ne BC parallel (geomctrifdjier Semeiö?). 2)ie ben fireiö= 
tangenten in B unb C jugeorbneten ©eraben finb bie älf^mptoten. 
178. 



387. ^rojigiert man ^raei beliebige Äcgelfd^nittc beöfelben Äegelö üon einem 
beliebigen SRittelpunft au§ auf eine beliebige 33ilbebene, fo finb bie ^^rojeftioncn 
in biefer ©bene felbft mieber jentralprojeftit). Somit gilt aud^ in ber ©bene bcr 

®a$: 35ie 3c«tralprojeftion eines Äegelfd^nittä ift mieber ein Äegelfdjinitt. 

2Bie ift bie S^orbnung ber ©runbgebilbe ju treffen, um j. 35. auö einer 
Dorliegenben ^^perbel burd^ 3c^tralproje!tion eine Parabel u. f. f. gu ersten? 

388. @ine beliebige ^araUelprojeftion jmeter ebener Sd^nitte eineö ßplinber^, 
ber einen beliebigen Äegelfd^nitt gur Seitlinie l^at, auf eine ©bene ergiebt in le^terer 
groei felbft mieber parallelproje!tit)e Äegelfd^nitte berfelben 2lrt mie bie 2eitfuroc. 
Somit gilt aud^ in ber ©bene ber 

Sa^: 2)ie ^araHelprojeftion eines Äegelfd^nittS ift ein Äegelfd^nitt ber- 
felben 3lrt. 
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389. 2)ie t)on ©Hipfc, 5ßarabe(, §pperbe( burd^ Umbrel^ung um eine 
^auptad^fe als feftc 2!)rcl^aci[)fc befd^riebcnen Umbrcl^ungS=(9lotationä')f(äc^en finb 

a) baä 9totation§ctttpfoib, 

b) baä 9totationäparabo(oib, 

c) baä cmmantclige Slotationsl^pperboloib, 

d) ba§ jrocimanteligc SRotationöl^^perboloib, 

boö cinmantclige, raenn bic imaginäre, baS gweimanteligc, roenn bie reelle 3lci^fe 
ber ^pperbel ^re^ad^fe ift. 

^^nxfUexf^attniffe. 

390. Sebe (Sbene burd^ bie 2)rel^ad^fe fd^neibet nad^ bem erjeugenben Äegets 
fd^nitt, jebe jur Sld^fe fenfrec(;te Qhzm na^ einem ^araHelfreiä. 2tIIe anberen 
©benen fd^neiben 

ba§ SlotationSeHipfoib nad^ ßllipfen; 

baö Slotationäparaboloib nad^ (Sttipfen, nad^ ^ßarabeln, menn bie Sd^nitt^ 

ebene parallel ber 2)rel^ad^fe; 
baö ein-- unb groeimantelige Slotationsl^pperboloib nad^ einem Äegelfd^nitt 

berfelben Slrt, wie berjenige, nad^ roeld^em ber von ben Slfpmptoten 

befd^riebene Slfpmptotenfegel gefd^nitten roirb. 

©er Slfpmptotenfegel berül^rt bas ^pperboloib im Unenblid^en. 

'^etü^tnniSJ^ext^ittniffe. 

391. 2)er Segriff beö S3erül^renä fd^liejst folgenben attgemeinen Sa^ in fid^. 

S a ^ : 33erül^ren fid^ §u)ei beliebige gläd;en in einzelnen fünften ober längö 
gcroiffer Sinien, fo erj^eugt jebe ©d^nittebene ber ^läd^en burd^ einen ber 33es 
rül^rungäpunlte jmei Äurt)en, bie fid^ in jenem 5ßunfte berül^ren. 

SBirb bie eine gläd^e jur @bene, fo lautet ber 

® a ^ : ®ie Serü^rungäebene an eine ^läd^e mirb t)on allen burd^ ben Se^ 
rül^rungäpunft gelegten ©d^nittebenen ber ^läd^e nad^ ©eraben gefd^nitten, meldte 
S^angenten an bie jemciligen ©d^nittfuruen ber ^läd^e finb. 

Unter meldten Sebingungen mirb eine ©erabe eine ^Jläd^e berül^ren? 

392. 3ft inäbefonbere bie berül^rte ^läd^e eine Umbrel^ungSfläd^e, fo finb 
jroei auSgejeid)nete ebene Äuroen burd^ jeben ^unft berfelben befannt: 

a) ber erjeugenbe SKeribian al§ Sld^fenfc^nitt, 

b) ber ^arallelfreig fenfred^t jur 3td^fe. ©omit (oergl. 239) 

©a^: 3)ie SSerül^rungSebene an eine Umbrel^ungSfläd^e fd^neibet bie burdj) 
ben Scriil^rungSpunft gel^enben ©benen beö SKeribianä unb beS ^araHelfreifes 
nad^ bercn 2^angenten, unb ift fomit 33erül;rung§ebene beä ÄegelS, ben bie im 

^autxhtd, ©tereometrie. 13 
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SScrül^rungSputtft an ben SHeribian gcjogcne ^^angente bei il^rcr Umbrc^ung um 
bic äd^fc bcfd^reibt. 

Sft es möglid^, bie beiben 2^angenten an SKeribian unb ^Paraffelfreiö ^u 
jeid^neh, fo ift ^ierburc^ bie ^Tangentialebene beftimmt. 

393. Slufgabe: ^n einem geg. ^ßunlt eines Umbrel^ungSeffipfoibS eine 
ä3etü^rungSebene ^n (egen. 

Söfung: Um einen beliebigen 5Punft X auf bem burd^ ben etgeugenben 
Sld^fenfci^nitt CAC'A' geg. ©ttipfoib anjugeben, ift ju betücffid^tigen, ba^ je jroei 

^Pataffelf reife äl^nlic^ liegen. AP 
Sifi- 179. fei eine Seltne beä t)on ber großen 

3lci^fe AO befc^riebenen ^aupt-- 
fpmmetriefci^nittS. 3^^^« ^wrc^ 
einen beliebigen 5ßunft F ber er^ 
jeugenben ®ttipfe FX |1 AP unb 
F E II A 0, fo beftimmt E X || OP 
auf FX einen $unft X beS 
©HipfoibS; jur 5ßrobe fd^neibcn 
ftd^ AF unb PX in einem $unft 
S ber atc^fe C C. S)ie in F an bie 
er jeugenbe ©ttipfe gelegte 3^angente 
trifft bie Stcl^fe in M unb beftimmt 
MX als S^angente beS burd^ X 
gel^enben 9KeribianS C X C ; jie§t 
man ba^er XY parattel ber in P an ben ÄreiS ABA'B' gelegten Tangente, 
fo ift (MXY) bie gefuc^te SJerül^rungSebene. 




394. SBegen gemiffer SJejiel^ungen gu Äegel unb ß^linber fei baS ein* 
mantetige Umbrel^ungS^pperboloib im folgenben ^twa^ naiver betrad^tet. 

3Wit mad^fenber ©ntfemung üom 3JlittclpunIt näl^em fid^ bie fonjentrifc^cn 
5ßarallellreife beS §pperboloibS unb SlfpmptotcnlcgelS, meldte burd^ bie gur Steife 
fenfred^ten ©benen auägefc^nitten werben, mel^r unb mel^r; in unenblic^er Snt- 
fernung fallen ftc jufammen, b. 1^. 

©a|: §9perboloib unb 2lf^mptotcnfegel berül^ren fid^ nad^ bem unenbtic^ 
fernen $arallelfreiS. 

'^atattttfd^nxtte |itt ^^fe. 

396. Sebe gur 2ld^fe parallele Sbene (in nebenftel^enber S^gur ber ©infad)« 
^eit l^alber fenfrec^t jur (Sbtm beS ^apierS) fd^neibet ben Slfpmptotenlegcl na(^ 
ber JU ben Sld^fen EE' unb EE' fpmmetrif^en ^pperbel GEG' — KEK', baS 
§9perboloib nadfi einer jnjeiaftigen, ^u benfelben ©eraben fpmmetrifc^en fiurve 
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FEJ — F'E' J', bie p(l& na(^ bem über bie tonjentrifti&en ^rallelfaeife ©efagten 
in ifitem gangen Serlauf ber §gpetbel GEG' ftetig nähert Bio gu ben S(i)nttt= 
punften mit bem unenblii^ fernen ^araUeEfieiS, ber Serü^rungdlink bet $9pei! 
boloibs unb StfgmptotenfegelflÖc^e. 3" biefen ^ßunften ^oBen fomit beibe ffluoen 
Semetnfd^aftlit^e 3^angenten, b. ^. bie älf^ptoten ber ^^perbel ftnb jugleiiii 



Sifl. 180. 




SeUaumsüM 

ätf^mptoten ber S^nitttume bes §t|per6o[oibS , wnb ba roegen i^rer ftetcn 2(n: 
nä^erung an bie Sqperbel biefe Sc^nittturve im allgemeinen »on einer @etaben 
ifiter @6ene üu(^ nur in efeenfoDiel ^ßunlten gefc^nitten merben lann roie bie 
$9per6e(, b. %. in nid^it me^r ate jmei, fo foEgt, ba^ biefe Sdinittfume felbft eine 
Äuroe gnieiter Dtbnung mit uroei Sf^mptoten, b. ^. eine ^^perbet ift. Somit 
©ö^: aße gur 9t(^fe patattelen ebenen Sc^initle beS JPi^perboloibS fmb 
^i)perbe(n. 

Pas t\vM<aAtV\%t ^tintiTe^tiitgs^^iterllotdib eine ^eget^Ai^e. 
396. aaäitb bie jur %6^\% poraHete @bene jur Seriilirungäebenc beä §5per: 
boCfiibg, fo faQen beibe Scheitel £E' ber Si^nittb^peiSeE mit bem 93erü^rungä= 
punft A gufammen, b. ^. bie §iipecbel getfäCt in bie beiben gut ©(i^eiteltangente 
AH ber eigeugenben ^^perbel f^mmetrifi^en @erabenÄX unb AT, roeldie für 
bie gugleii^ ei^euflte ©c^nitt^^perbel (VMU) beä Slf^mptotentegelä Slfgmptoten 
ftnb. äUan fagt: „^ie ^i)perbe( gerfäHt in eine ^oppelgeiabe." 

T)a jeber 2(iiifenfdfnitt buti^ Slre^ung in bie Sbene ber ^opietS gebraut 
TDerben !ann, obige 99etra(t)tung alfo für jeben $untt beä $auptparallelfreife€ 
ABA'B' girt, fo folgt 

Sag: 3)üS einmantelige Umbre^ungSfigperbotoib ift eine Umbre^ungä= 
regelfl^e. 

Stt|: ^e^t fi4 bie eine (AX) oon jroei roinbfdiiefcn Setaben um bie 
anbere (OQ) otä fefte %^\t, fo ba^ ber SBintel beiber ©eroben (-^HAU) unb 
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il^rc für^cfte ©ntfetnung (AO) fidd nid^t änbern, fo crj^eugt ftc bie %lä^t eine* 
etnmanteltgett Umbrel^ungSl^^pcrboIoibS. 3)ic fürjeftc ©ntfemung Scfd^rcibt l^ierBei 
bctt fleittftcn ober §auptparaHcIfteiS unb bic hnxdS) Sldj^fc unb fürjcftc ©ntfemurtg 
gelegte ®bene fd^neibet bie %lää)t nad^ berjenigen §pperbel, burc^ beten Um-, 
brel^ung bie gläd^e ebenfaHä erjeugt würbe. 

397. 2Kgebraifd^er »eroeiä biefeä ©a^eS : Stg. 181. 

Q fei bie 3ld^fe, AP bie ©rj^eugenbe, <^APF = <^a ir 

bie Steigung beiber unb A = r il^re lürjefte Entfernung. ;\ 
P fei ber Sd^nittpunft ber ©rjeugenben mit einem Sld^fenfd^nitt a 

unb AP' bie ^rojeftion t)on AP auf bie oon A befd^riebene ^ \ 
§auptparallel!rei8ebene, bann ift @bene (PAP') J_OA, bal^er i \ 
P'A jL OA, b. f), P' A S^angente an ben von A befd^riebenen i \ ^ 

ilreiä. %üx bie abftänbe PQ = x unb PP' = y be§ 5ßun!tg ^^\f^ 
P t)on ben ju einanber feniredtjten 2ld^fen OQ unb OP' beS ^^ 

3ld)fenfd^nittS (POQ) ergiebt ftc^ l^iemad^ an^ 

x* = r2 + P'A2 unb -pÄ ~ ^ 

wobei k = ctga ein lonftanter ^Proportionalitätäfaftor, burc^ Elimination »on 
P'A bie SJejiel^ung 

x^ = r^ + -fl- 

ober x'^ y' _ 

r * k ^ r ^ 

b. i). bie Slbftänbe aller 5ßunftc P, in meldten bie ®rjeugenbe bei il^rer ©rel^ung 
ben 2ld^fenfd^nitt (PQO) trifft, genügen ber ©leid^üng einer §9perbel, beren 
J&atbad^fen r unb k . r ftnb (oergl. 369), ober 

© a ^ : SDer Sld^f enf d^nitt beS einmanteligen 9lotationäl^9perboloib§ ift eine 
^pperbel. 9)ie fürjefte Entfernung unb ber Sßinlel ber Erjeugenben unb ber 
2)rel^ad^fe geben bie gro^e §albad^fe unb bie 5Reigung ber Slfpmptoten gegen bie 
Heine Sld^fe ber ^^perbeL 

398. Statt ber Erjeugenben AX (oergl. %x%. 180), befc^reibt ebenfo bie 
gu il^r bejüglid) beS 2Cc^fenfc^nittS (AOQ) f^mmetrifd^e AY bie gläd^e beä $w^^ 
boloibs. Sämtlid^e Sägen einer unb berfelben Erjeugenben finb rotnbfc^ief, bie 
%Vi(S)t ift bal^er nid^t abmirfclbar; bagegen folgt, ba jebe Erjeugenbe bie glac^e 
in il^rer ganjen SluSbel^nung oon einem unenblid^ fernen Enbe bis jum anbeten 
in gmei Hälften teilt, ba^ jebe Sage ber einen Erjeugenben oon fämtlid^en Sagen 
ber anberen getroffen mirb. 35al^er 

©a$: Sluf ber burd^ 2)rel^ung einer ^^perbel erzeugten ^läd^e bc5 ein^ 
manteligen Umbrel^ungäl^^perboloibS laffen ftd^ gmei ©c^aren oon unenblid^ fielen 
©eraben giel^en, bie fämtlid^ gegen bie ^araHelfreiäebenen gleich geneigt finb. 3)ie 
berfelben B6)ax angel^örigen ©eraben fdjineiben fid^ nic^t; jebe ©erabe ber einen 
©d^ar bagegen mirb oon alten ©eraben ber anberen ©d^ar gefd^nittcn. 
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399. 2)0 fomit buxä) jeben $unft bcS ^ppcrboloibä groci ®erabc bcr 
^läd^c gebogen werben fönnen, gemä^ ftül^erem aber fämtlid^e burd^ bcn fßtxixf)'' 
rungäpunit einer ®bene mit einer %läci)t gelegte ©d^nittebenen bie SJerül^rungS-- 
ebenc nad) 2^angenten an bie mit ber %lä6)t erjeugten Sc^nittfuruen treffen, festere 
aber in üorliegenbem ^att ju ©eraben werben, fo folgt 

©a|: 2)ie Serül^rungäebene in einem beliebigen 5ßunft beä einmanteligen 
Umbrel^ungSl^pperboIoibg ift bie ®bene ber beiben erjeugenben ©eraben, bie fid^ 
in biefem fünfte treffen. Ober: 2!)ie 33erül^rung§ebene beä einmanteligen Um^ 
brel^ung§l^9perbo(oib§ berül^rt (fd^neibet) biefe %lä^t naä) jmei ©eraben, beren 
©d^nittpunft ber Serül^rungSpunft ift. 

^age: 933ie fd^neiben bie SBerül^rungSebenen beS 3lft)mptotenfegeIS baS 
§^pcrbo(oib? 

400, Slufgabe: SDurc^ einen beliebigen ^unft P eineä burd^ feine 3ld^fe 
unb eine beliebige ©rjeugenbe geg. Umbrel^ungäl^pperboloibg bie beiben erjeugenben 
©eraben ju jiel^en, ober: ^m 5ßunft P biefer ^(äd^e bie 33erül^runggebene ju fegen. 

Söfung. 33ie 2lufgabe ift auf fofgenbe jurürfjufül^ren : 2)urd^ einen geg. 
5ßunlt eine ©erabe ^n jiel^en, bie mit einer geg. ©eraben einen geg. ffiinlel bilbet 
unb t)on il^r eine geg. lürjefte Entfernung l^at. 2)ie geg. ©erabe ift bie 2ld^fe, 
ber SSBinfel unb bie fürjefte Entfernung ber 3ldE)fe unb ber geg. Erjeugenben finb 
bie weiteren geg. ©türfe. 

Sie Söfung erfolgt mittels beä um bie Sld^fe mit ber geg. fürjeften Ent-- 
femung alä §albmeffer befd^riebenen SreidcplinberS (innerer Serül^rungScplinber 
beS §pperboloibS). Sege oon P auS an biefen ß^linber bie beiben Serül^rungäs 
ebenen, bie fid^ nad^ einer gur Sld^fe paraUeten ©eraben fd^neiben, unb trage an 
biefe in P ben geg. SBinfel an. 3?ur biejenigen gwei ©eraben ber t)ier Söfungen 
finb braud^bar, meldte ben oon ber lür^eften Entfernung ber beiben geg. SSinb-- 
fd^iefen bei ber SJrel^ung befd^riebenen ^auptparaUelfreiä treffen. 

401, 3tlä ©onberfatt beö in 895) betrad^teten Sd^nittS FOP' folgt, bafe 
bie Erjeugenben AX unb AY, nad^ benen ba§ ^^perboloib oon ber in A gu 
(PO PO parallelen Tangentialebene gefd^nitten wirb, bie 2lfpmptoten ber ©d^nit^ 
l^^perbel UMV beS Slfpmptotenfegelä finb. 9iun ift aber bie Sld^fenfc^nittebene 
(POP') be§ Äegelg parallel ber Ebene ber ^^perbel UMV, bal^er, oergl. aud^ 
bie SBetrad^tung 364), AX||OP b. f), bie Erjeugenben beö ^pperboloibs finb 
parallel benen be§ SlfpmptotenlegelS, ober 

©a|: §9perboloib, alä Slegelfläd^e betrad^tet, unb Slf^mptotenfegel f)aizn 
benfclben erjeugenben SIBinfel. 

3^e(ie6ige e6eite ^^niite bes ^tfpexiotoibs. 

402. ^ie Kenntnis ber beiben ©ewbenf d^aren beS einmanteligen UmbreJ^ungS^ 
l^^perboloibS ermöglid^t eS, auf biefer ^lädie, genau nad^ bemfelben SSerfal^ren wie 
beim Äegel, als einzig möglid^e ebene ©d^nitte bie Äegelfd^nitte nad^pmeifen. 
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gig. 182. 3ift 2 eine ©bene, bie bcn äf^mptotenfegcl naci 

einet ©ttipfc fd^ncibet, fo roäl^Ic man raieber ben ju 2 
fenlred^ten Sld^fenfd^nitt jut ^txä^nyxn%Uhtnt. 3)ann 
(äffen fid^ jroei S)anbennfdSie Serül^rungälugeln ein- 
fenlen, roel^e 2 in ben 5Punften F unb P', baS ^^per-^ 
boloib nad^ ben 5ßaraIIeI!reifen CD unb EG unb fomit 
aud^ fämtlid^e ©tjeugenbe in beten Sc^nittpunften mit 
jenen ^araffelfreifen berül^ren. Settad^tet man ba§er 
bie ju unterfud^enbe ©d^nittfurce als ©d^nitt fämttid^cr 
(Srjeugenben mit 2, fo folgt j. S. für ben ©d^nitt- 
punft X biefer QlbzxKt unb ber ©rjeugenben AB 

XF = XA 

unb XF' = XB 

fomit XF + XF' = AB = fonftanä 

b. 1^. bie ©d^nittfuroe ift eine (Sttipfe (»ergl. 262). 

©e^t man biefe 93etrad^tungen fort, fd^neibet alfo baä ^^perboloib burd^ 
eine @bene parallel einer Serül^rungdebene bed älfpmptotenlegels, l^ierauf burd^ 
eine (Sbtm, bie ben Slf^mptotenlegel nad^ einer §^perbel ober S)oppelgeraben 
trifft, fo folgt 

©a|: S)ie Äegelfd^nitte ftnb bie einzigen ebenen Äuroen, bie auf ber 
f^löd^e bed einmanteligen Umbrel^ungdl^pperboloibS gejeid^net merben lonnen. 




gig. 188. 



403. Segrenjt man ba§ einmantelige Umbrel^ungäl^pperboloib burd^ jroci 
jum ^auptparallels ober GJürtelf reis fpmmetrif c^e ^Parallelfreiäebenen , fo ergicBt 

fid^ eine einfädle ^zx^xi\xn% beS §tjperboloibS al« 
SRegelpd^e mie folgt: 

Xeile jmei ju einer Sldjife, afe 3^räger ber 
5Dlittelpun!te, fenfred^te ÄreiSumfänge oom fetten 
^albmeffer in biefelbe größere Slnjal^l gleid^er Steile, 
tixoa 48 ober 64. 33ejeid)ne biefe 2^eilpunfte in jebem 
ber beiben Äreife oon irgenb einem beliebigen 5Punft 
a\x^ mit fortlaufenber ^oX^l unb Derbinbe bie mit 
gleicher ^cXfl bejeid^neten 2ieilpunfte. SBerben bie 
2^eilpunfte beiber Greife fo angeorbnet, ba^ gleich- 
benannte fenlred^t übereinanber ju liegen fommen, 
fo ftnb bie 3Serbinbungägeraben 3Wantellinien eincS 
ßplinberä; [teilen bie jugeorbneten S^eilpunfte beiber 
Äreife um 180® ooneinanber ah, ftnb alfo bie ©egen* 
punite paralleler Äreiäburd^meffer, fo fd^neiben fi(^ 
fämtlid^e 3Serbinbungägeraben im 3Rittelpunft ber 
2ld^fe unb eS entftel^t ein ^oppelfegel. 
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404. fertigt man bcmgcmä^ mittels jmeicr, fcnfrcd^t auf einer 3lci^fe 
auffi^enber ÄreiSfd^eiben eine f entrechte ÄreiäqlinberPäd^e , inbem man fenlred^t 
übereinanber liegenbe, in gleid^en 9(6ftänben angeBrad^te 3)urci^l5(i^erungen ber 
beiben, in ben Sd^eiben um beren SWittetpunfte mit benfelben ^albmcffem (etmaS 
Heiner als ber §albmeffer ber Sd^eibe) befd^riebenen Äreife burd^ elaftifd^e ^äben 
Derbinbet, fo gel^t biefer Sptinber burd^ l^orijontale ^rel^ung ber oberen @d^eibe 
in ein einmanteligeS Itmbrel^ungSl^pperboloib über. @in jmeiteS, biefem gleid^eS, 
mit ber anberen ©d^ar ber 6rj\eugenben erl^ält man burd^ biefelbe 3)rel^ung im 
entgegengefe^ten ©inn. 3)rel^t man um 180**, fo entfielet ein S^oppelfegel. 

3)aS einmantelige Umbrel^ungSl^9perboIoib nimmt alfo eine Swifd^enftelTung 
ein jmifd^en ß^Iinber unb Äegel. 6S ift bie attgemeinfte Umbrel^ungSfläd^e, bie 
burd^ 3)rel^ung einer (Seraben um eine anbere roinbfd^iefe einengt mirb. Äegel 
unb ß^Iinber entftel^en als ©onberfäHe beS ^^perboloibs, fobalb ®rjeugenbe unb 
2ld^fe ftd^ fd^neiben, entroeber im Gnblid^en 
ober Unenblic^en. S^ö- 184. 

405, 3Berben bie beiben burd^löd^er-- 
ten Jlreife unenblid^ gw^r b. 1^. ju jroei 
minbfd^iefen (Seraben, auf benen gleid^e Stüdfe 
abgetragen ftnb, fo erzeugen bie SSerbinbungS^ 
geraben aufeinanber folgenber 2^eilpunfte 
beibcr ©eraben eine ^läd^t, bie als l^^per- 
boIifd^eS 5ßarabotoib bejeid^net mirb 
i%ii, 184). 




ÄugeCaBßiC&un^en. 

406. 2)ie Äugelfläd^e ift nid^t abmidfelbar. 3!ftan fennt bal^er lein mir!-- 
lid^ in allen Steilen getreues ebenes 9ilb ber Äugelfläd^e, obmol^l bie Kenntnis 
eines fold^en inSbefonbere für bie ©rboberfläd^e ober einjelner 2^eile berfelben 
SebürfniS ift. 

Um tro^ ber Unmöglic^feit ber 2lbmidEetung ebene Silber ber Äugelfläd^e 
^u crl^alten, meldte bie auf biefer gläd^e beftel^enben geometrifdjien Sejiel^ungen, 
wenn aud^ nur bis ju einem gemiffen (Srab, getreu miebergeben, l^at man ben 
SluSmeg gefunben, 

1. bie ÄugeiPäd^e mittels ^erfpeftioe unmittelbar auf bie ßbene abjubilben. 
3)ic befannteften 2lbbilbungcn biefer 3lrt finb 

a) bie ftereograpl^ifd^e älbbilbung, 

b) bie ortl^ograpl^ifd^e Slbbilbung, 
. c) bie gnomonifd^e 2lbbilbung. 

2. bie Äugelfläd^e auf eine abmidfelbare gläd^e (ß^linber unb Äegelfläd^e) 
abzubitten, bie fid^ ber Äugelfläd^e möglid^ft anfd^miegt, unb bie %h 
roidfelung in bie ßbene auSjufül^ren. ^ierl^er gel^ört 
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d) bic SRerfatorprojeftion, 

e) bic Scgelprojcftion. 

1)ic fo crl^altcncn 3lb6ilbungen ftnb 

a) fonform ober wtnfeltreu, b. 1^. bie ebene älbbilbung ift bem ah 
gebilbcten %tU ber Äugelfläd^e in ben Ileinften 3:eUen ol^nlic^ 
(242), 

^3*) äquivalent, b. f). fläd^engleid^e 2:eile ber Äugelfläd^e ftnb auc^ in 
ber älbbilbung fläd^engleid^. 

y) für beftimmte S^eiz ber Sd^iffal^rt u. f. f. jugerid^tet. 

pie fttteottapl^ifd^e jiMitbittifl. 

®rfunben r>on ^ippard^ 150 vox 6^r., befannt gemad^t t)on $ßtolemäuö 
150 nac^ 6^r. 

407. 3)ie Äugelfläd^e roirb von irgenb einem i^rer 5ßuntte auS gentral= 
perfpeftii) auf bie biefem ^unlt, bem fogen. ^ßrojeftionSmittelpunlt ober Slug- 
punft, alg ^ol jugel^örige ©rojjfreiöebene abgebilbet. 3)iefeS SSerfal^ren ift bc^ 
fonberS geeignet, ^albfugeln ab^ubilben. 2lber nur biejenige ^alblugel, roeld^e 
auf ber bem Slugpunlt abgeroanbten Seite ber Silbebenc liegt, liefert eine cnb^ 
lid^e unb überftd^tlid^e äbbilbung, biejenige bagegen, welcher ber Slugpunlt afö 
5Pol angel^ört, erfd^eint verzerrt. 2)er ©ro^freig K ber Silbebene, ber pd^ in 
fid^ felbft abbilbet, trennt bie Silber beiber §albtugeln. 3)a§ 33ilb ber jenfeitigcn 
§albfugel fättt inä innere, baS ber bieäfeitigen aufeerl^alb oon K. Sämtliche 
iu K parallelen Äugellreife bilben fid^ ab ate fonjentrifc^e Äreife ^n K. Slber 
mä^renb bie bem $ol ju rüdfenben ^ßarallelfreife ber jenfeitigen §albfugel ftc^ 
audf) im S3ilb entfpred^enb verengern unb ber jjenfeitige 5ßol felbft ftd^ in ben 
aJlittelpunft xjon K abbilbet, erweitern fic^ bie Äreiäbilber ber bem 3lugpunlt ^d) 
näl^ernben ^ßaraHellreife ber bieSfeitigen ^albfugel immer mel^r, baS 35ilb bcS 
äugpunftä felbft fällt inä Unenblid^e: 3?ur bie Slbbilbung ber jenfeitigen fyiU 
fugel ift braud^bar. 

©tatt ber ©ro^reiSebene K roäl^lt man l^äufig auä) bie ju il^r parallele 
Serül^rungSebene im ©egenpunft beö 2lugpunftä j\ur Silbebene. 2)ann bilbct 
fid^ K fd^on alä Ärei§ Don boppeltem ^albmeffer ab, fo ba§ aud^ in biefem %aü 
nur bie 3lbbilbung ber bem Slugpunlt angel^örigen ^alblugel Ueberjtd^tR^= 
feit bietet. 

Silbet man bal^er einen 2^eil ber Äugelfläd^e ftereograpl^ifd^ ab, fo ttiäl^tt 
man ben ©egenpunit be§ üJlittelpunttä biefeS ^läd^enteild )um Slugpunft. 

3le nad^bem ber Slugpunft ein ^ol, ein 5ßunft beä SlequatorS ober ein 
beliebiger 5ßunft ber ®rbfugelfläd^e ift, l^ei^t bie Slbbilbung ftereograpl^ifd^'-polar^ 
cäquatoreal, ^ö^ii^^t^^I/ Ic^tere Sejeid^nung baoon l^errül^renb, ba^ bie 93e= 
rül^rungSebene an bie Äugel in bemjenigen ©rbort, ber ber 3Kittelpunft ber 
Slbbilbung werben foll, ben ^origont biefeS ßrborts barftellt unb entmeber felbft 
Silbebene ift ober ber burd^ ben Äugelmittelpunft gelegten Silbebene parallel gel^t. 
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408* 3)ic ^auptcigcnfd^aftcn bcr ftcrcogtapl^tfd^en ^Projcltion finb: 

1. Slllc Jlugclftcifc , bcrcn @5cncn burd^ bcn 3lugpunft gelten, bilben ficfy 
ab ate @etabe. 

2. 3lllc Äugelftctfc, bcrcn ®bcncn nid^t burd^ bcn Slugpunft ge^cn, bilben 
jtd^ roiebcr ab afe Äreifc. 

3. ^Atx SBinfcI, unter bem fxcS) jroci Kunden auf bcr Äugelfläd^e burd^- 
fd^neibcn, bilbet fid^ in roal^rcr ©rö^c ab, b. f). bie Slbbilbung ift minkU 
treu (tonform). 

409. Serociä ber crftcn ®igenfd^aft: 

35aS SJilb bes Äreifeä ift bie ©d^nittgerabe ber ßbene beSfclben mit ber 
Silbebene. 

410. Semeis ber jmeiten ©igenfd^aft: 

SSerbinbe einen beliebigen 5ßunlt P bed Äugelfreif eS P Q R . . . mit bem 

©egenpunit A' beS Slugpunfteä A, fein Silb P' mit bem Äugetmittelpunft 0,. 

fo ift 

^APA' = <^AOF = 90o 5ig.l85. 

unb bal^er 

AAPA'coAAOP' ..<::r7F->^ TU- 

fomit 



AP AO 



ober 

ebenfo 

bal^er 



AA' AF 

AP. AF = AO. AA' 
AQ. AQ' = AO. AA' u. f. f. 



AP . AF = AQ . AQ' = . . . ^^_ 

= A O . A A' = f onftang 

b. ]^. ber Sugellreiä unb fein Silb liegen auf einer Äugelfläd^e (218), baS Silb 
ift fomit ber ©d^nitt biefer Äugelfläd^e mit ber Silbebene, b. f), ein ÄreiS. 3)iefer 
Äreiä fann alä SBed^fclfd^nitt beä ben Äugelfrei§ projigierenben Äegelä betrad^tet 
merben. ^tiz ju i^m parallele (Sbene fd^neibet ben Äegel mieber nad^ einem 
Äreiä; bie jmeite ßigenfd^aft bcr ftcrcograpl^ifd^en 3lbbilbung bleibt alfo aud^ bcs 
ftcl^en für ben %aU, ba^ bie Serül^rungäcbene im ©egcnpunlt Silbebene roirb. 

411. 3)ie Sage beä SKittelpunftä, ber ÄrciSprojeftion ergiebt fid^ auö bem 

©a| oon Gl^aSlcS: 3)er SKittelpuntt ber ftcreograpl^ifd^cn ^rojeftion 
eines ÄugelfrcifcS ift bie ftereograpl^ifd^e ^rojeftion ber ©pi^e beS Äegelä, meld^cr 
bie Äuget nad^ bem ÄugellrciS berührt.*) 

*) aRid^el ©^oSleS, ^rofcffor bcr 3Rat§ematif an ber (Sorbonne in ^ariS,. 
gcftorbcn 1880. 



202 



Umbrel^ungiSfläd^en. 




gig. 186. Stgenb eine ©bene burd^ S A f d^netbe ben 

Äegel na6) ben üRantelKnien SP unb SQ, ben 
Äugelf retä md) ber Seltne PQ, fein Silb nac^ 
ber ©e^ne P' Q' unb bie Sugcl mtS) bem fiugc^ 
freiä PQA, ber t)on SP unb SQ in P unb Q 
bcrül^rt roirb. 3)ann ift S $ol t)on P Q unb A 
$oI ber in A geflogenen S^angente AT || FQ\ 
bal^er T 5ßot ju AS unb fomit, wenn OQ unb 
P'Q' von SA in D unb S' getroffen werben, 
TPDQ t)ier l^armonifd^e 5ßunfte, beSgleic^en, 
t)on A auä projijiert, ooP'S'Q' mer Iiarmonifd^e 5ßunfte, b. 1^. S'P' =S'Q'. 
SDer fefte ©d^nittpunft S' beä ©tral^Iä SA unb ber Silbebene, bie ftereo-^ 
■grapl^ifd^e ^ßrojeltion ber ilegelfpi^e, ift fomit, ba biefe Betrachtung für alle 
burd^ S A gelegten ßbenen gilt, ^Rittelpunf t fämtlid^er ©eignen ber ÄreiSprojeftion, 
i). 1^. ber 3Rittelpunft felbft. 

412. Seroeiä ber britten 6igenfd)aft. 

§ilfäfa|: S)er ^Projeltionäftral^l nad^ irgenb einem ^JJunft P ber Äugele 
fläche bilbet mit ber Serül^rungSebene in biefem ^unft benfelben SQSinfel rote 
mit ber 33ilbebene. 

Die ©ro^reiäebene burd^ ben ^jJrojeltionäftra^l AP ftel^t nämtid^ forool^t 
^ur Serül^rungäebene in P afe jur SSilbebene fenfred^t. ©ie fd^neibet bie Se« 




Sig. 188. 




tül^rungäebene nad^ ber 3^angente PD an ben erzeugten ©ro^reiö, bie Silb- 
tbene nad^ OD. ®al^er finb bie fraglid^en Sieigungöroinfel 



fomit 



a = 90 — S 

/9=y = 90—Ö 



3)ie an beibe Äuroen ber Äugelfläd^e in beren ©d^nittpunft P gcjeid^neten 
3^angenten P E unb P F finb jugleid^ ^Tangenten ber Äugelfläd^e unb mögen bie 
^u PD unb OD fenfred^te ©d^^nittgerabe DEF ber Serül^rungS^ unb ber Silb* 
«bene in ben fünften E unb F treffen. ®ann bilbet fic^ *^ E P F, unter bcm 
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fid& Beibe Äumen fdtneiten, alä -fcEP'F ab uiib eä ift, ba A PDP' 9!"^= 

filenittg, 

APDE S A P'DE ba^er PE = P'E 

APDF ^AP'DF bü^er PP = P'F 

fomit 

AEPP^AEP'F bafiet <^EPF = -^EP'F 

3ebe§ unenblid) tietne unb ba^er im ®tenjfall ebene Jtugelbreied bilbet 
fic^ fomit, ba feine SÖintel in roa^rev ©rbfee übertrügen roetben, ali ein i^m 
ä^nlid(ie€ ab. ^un tann jebeä grbgeie Btüä beu ^ugelflä^e auä unenbli^ vielen, 
unenblid^ Keinen HugelbteiecFen jufammengefelt gebai^t roetben; ba^ec folgt, ba| 
auc^ bie älbbilbung gTÖgerei iiCeile ber i^ugelflä^e eine fonfocme ift. 



^eii^Hiitig ber ffereogruiiOifi^eti ^rftttitoJcKfittt. 

413. S9ei bet ^bbilbung bei @cbobetf[ä(^e ^nbe(t e§ fic^ vox otCem um 
baä »on SJietibianen unb Sieitenfietfen gebilbete ©rabne^. 

3(ug|>untt ift ber $ol unb ^ilbebene bie biefem ^ol juge^öiige äfequatotebene. 

©ie IDleribione 6i(ben fi^ 06 al% STequütor^tbmeffet, beren Sßinfel gleit^ 
ben Sängengtaben ftnb, bie Steitenfieife alt fonjentrifi^e Greife jtum ^equatoir. 

Um j. S. biejenigen 2lieribiane abjubilben, 
berenS£ingenuntetf(^iebl5°=:lStunbe3e't«nte'^' 5'S- 189- 

f(!^ieb betlägt, befc^reibe man mit beliebigem $alb: j: 

meffer A = r einen Äreiä , bet ben Sfequatot 
barffeUt. 3:eile biefen in -j^- = 24 leile unb 
jie^e bie Slabien. Setta^tet man biefen Simü 
einen äugenblict alä 3)ietibian, fo beftimmen bie ^ 
©tttt^len »nm 3(ugpun(t A natli ben leilpuntten 
I, II, III.. . auf bet Silbebene BC. bie ^iec 
olS ®etabe erfc^eint, bie §aI6meffer OT, OIT. 
Olir ... bet Steife, alä niel(^e fi($ bie ©reiten^ a 

Ireife untet 15 °, 30 °, 45 ' . . . abbilben. 5)iün 

^at jegt nur no^ bie Silbebene um ben Iiutiiimeffet B C in bie Ebene beä 
^pietä ju bte^en, b, t). um mit jenen §al5meffern bie tonientrif(^en Steife 
ju befdireiben. 

413 a. ^et §albmeifet OP' beä Silben eineä Sreitentteifeä untet 91° be= 
te^net [vi) auä AAOP'. §iet ift 

= ^(90-^) = 45-|- 
ba^et 

OP- = .g(«-f).r 



^fii^ntiiig 6rt flcnograiißififcti fitn*aUttatpxtitiii$tt. 

414. ^et aiugpunft A ift ein ^unft beä Süequatotä; bie SilbeSene ip bet 
jum Slugputift aCä %oI gehörige ^eribian. ^tg. 190. 

Seic^nc mit ßeliebigem ^albmeffer OA = r ben 99egretqungämenbian ber 
Silbefiene. ^et ^orijontate 3:)ur^mefler B C beS(el6en ift baS Stlb beä 3lequat(tiS, 
ber oertitole NS bo§ 3ilb beS jut Sifbebene fenfved^ten SRittelmeribianS. 
N unb S finb bie $oIe. ^eile ben 33egrenjungiSmeTibian itiiebei in 24 gleidie 
3:ei[e. ®ie Sreitentteife bilben {xd) ab tiU Srei^bögen burd^ je jroei biefer 3;eii= 
punlte, bie ju NS f^mmetiifd^ liegen, fo ge^t j. ^. baä 33tlb beä ääreitenfteife^ 

5ifl. 191. 



75 ' buti^ bie fünfte V unb VIT. Settarfftet man ben onfong^ g^eic&neten 
Äteiä einen äugenbtid! als ^ittelmeribian , bobur^ ba|i man NBS um NS 
naä) NÄ'S bre^t, fo !ommt Fnadj T" wnb A V Beftimmt auf NS einen bvitten 
^unft F beä Sitbä bie|eä SreitenIreifeS. Ueberlegt man, baft gemafe ber britten 
©igenf^oft biefer flreis aui^ im SIbbilb ^Kittel; unb SegrenjungSmeribion fenl^ 
lec^t fi^neibet, fo ergiebt fic^ folgenbe einfache 3ci'^<iun9 bei fteieogtop^if^en 
Silber ber Sreitenfreife : 

3ie^e in ben 2^eilpunften beS Segrengungömeribianä an (enteren bie 
2^angenten bis jum ©c^nitt mit ber 2ltf)fe N S unb befi^reibe mit biefen S^angenteiu 
abf(^nitten Sreife, %li ^ti^enpxofK ge^en biefelben burc^ biejenigen 5ßuntle 
üuf NS, in roeldje fidi oon A auä bie 2:eilpun(te beä SegrenjungSmeribianä 
ttbbilben (^ig. 191). 

415. ^ie SReribiane bilben fic& a6 als Äreife bur* bie $o(e N unb S. 
3)entt man [lä) ben Stequator um BC in bie @bene beä Segrengungämeiibianä 
gebre^t, fo bofe ber 3[ugpuntt A mit S unb bie um 15" abjielienben 3;eit= 
puntte 1, 2, 3 . . . beä älequatorä mit ben entfprei^enben S^eilpunften beS Se; 
gtenjungSmeribianä jufammen falten, fo beftimmen bie uon S nod) I, IT, ITT . . . 
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gejogcnen Stral^Icn auf BC biejenigcn fünfte, in töcld^c fid^ bie Sd^mttpunfte 
bcr 3Reribianc unb bcS Slcquatorä abbilbcn. 35aö Ärctäbilb jebcS 3Rcribianö ift 
fomtt burd^ bic fünfte N unb S unb bcn jeweiligen brüten 5ßunft G auf BC 
einbeutig bcftimmt. Scrücfftd^tigt man roieber ba§ ®efe^ ber SQäinleltrcue, fo 
folgt, ba^ bie in S an bie Slbbilbungen ber SKeribiane gejogenen 2^angcnten mit bcr 
im fetten 5ßunlt an ben SSegrenjungSmeribian gejogenen 2^angente bie SBinfel 15 ", 
30 <> . . . bilben. 2Begen ber fenfred^ten Sage von §al6meffer unb 2^angente 
fd^Iiefeen fomit aud^ bie nad^ S gejogenen ^albmcffer ber älbbilbungen mit bem 
^albmeffer S beä Segrenjungömeribianö biefe Söinfcl ein, unb ba bie ju biefen 
^eripl^erieminleln gel^örigen ä^^ttiminfel burd^ bie abrocd^fclnben Seilpunfte IV, 
II, 0, XXII, XX beftimmt finb, fo finb bie burd^ B C auf ben Stral^Ien von S 
nad^ biefen Seilpunften abgefd^nittenen ©tredPen ol^ne weiteres bie gefud^ten 
§albmeffer ber Slbbilbungen. Salier folgenbe einfädle 3^i^"w^g ber 5Keribiane: 
Sefd^reibe um bie fünfte, in meldten bie t)om ^ol S nad^ ben geraben 
S^eilpunften beS Segrenjungämeribianö gejogenen Stral^Ien ben 2lequator BC 
treffen, Greife burd^ bie beibcn 5ßo(e (^ig. 191). 

416. 3ft <^ 0S7J= Z ber Sffiinfel eine§ abgebilbeten 5»leribian§ SGio^" 
mit bem Segrcnjungömeribian SBN (fattö le^terer ber Siuffmeribian, ift l bie 
geograpl^ifd^e Sänge), fo bered^net fid^ ber §albmeffer SG2 biefeS 3){eribianbilb§, 
wenn G2 ber ©d^nittpunft t)on SIT mit BC, auä A SOG2 ju 



(> = 



cos A 



417. Sie ift ein Sonberfalf ber ftereograpl^i= 
fd^en 3lbbilbung. 2)er ^rojeltionömittelpunft liegt 
im Unenblid^en, SSilbebene ift bie ju ben ^rojeltionS- 
ftral^Ien fenfred^te ©rofefreiäebene. ^ig. 192. 

S)ie ortl^ograpl^ifd()e ^olarprojeftion ift bie 
fenfred^te §orijontalproje!tion ber ©rbfugel auf ben 
3lequator. 2)ie Sreitenfreife bilben fid^ in realerer 
®rö^e ab ate lonjentrifc^e Greife, ber 3JlitteIpun!t 
ber äbbilbung ift bag 33ilb ber ^ole unb bie 2)urdj= 
meffer pnb bie Silber ber SKeribiane. 

3)ie ortl^ograpl^ifd^c Slequatorealprojeftion ift 
bie fenlred^te 35ertifalproje!tion auf irgenb einen alä 
Seid^nungäebene gewählten 3Keribian, ber fomit in 
TOal^rer ®rö^e erfd^eint. 35ie 33reitenfreife bilben 
fid^ ob als l^orijontale ^araHelfel^nen üon bcr ©röfee 
bcS icmeiligen ^reitenfrciäburd^mefferS. Ser Slcqua^ 
tor fclbft ift ber l^orijontatc 35urd;meffcr. 2)er oertüale 



gig. 192. 





206 Umbre^ungdfläd^en. 

S)urd^mcffet ift baS 33ilb bcä jur S^^^wngScbenc fenf rechten 9Kctibian§, bc§ 
fogen. 3JlitteImertbiand. ^a bie 3Jleribiane burc^ fd^iefe JtreiSc^linber obgebilbet 
lücrben, bie jur S^^^^^H^^^^^^ fenfrcd^t fteI)Ctt, fo ftnb ii^re Silber ®ttipfcn, 
bic ben tjertifalen S^urd^meffet beS UmriffeS jur gemeinfd^aftlid^cn großen Slc^fe 
l^aben. 3)ie Silbet beS UmriffeS unb 3JtitteImeribianS finb Sonberfällc biefer 
®ffipfen. ®iefe felbft werben punitroeife gejeid^net, tnbem man auS ber ^prijontal^ 
projeftion von ben ©c^nittpunlten beS jeweiligen abjubilbenben aWeribianS (ÄreiS? 
burd^meffer) mit ben Sreitenfreifen auf bie SBertifalprojcftionen le^terer bie 
Sote fättt. 

®iefe Slrt ber Slbbilbung ift nic^t winf eltreu. Segrünbung? 



pie 3euixat' ober pipmonif^e fiWitbnnt* 

418. ^ie ^ugelfläd^e wirb von il^rem ^ittelpunft au§ auf eine SSerü^rungi- 
ebene abgebilbet. ©arauä folgt bie n)id()tigfte 6igenfd&aft biefer 3lbbilbung: 

Sitte ©ro^reife bilben fid^ alä ®erabe. 2)iefetben ftnb bie ©d^nittgeraben 
ber erweiterten (Sro^freiäebenen mit ber Silbebene. 

3ebem fpl^ärifd^en 3)reied entfprid^t fomit ein ebenes ber 2lbbilbung. 

©iejenigen Äleinfreife, bie jur Silbebene parattel liegen, bilben fic^ wieber 
ab als Äreife, äffe anberen bagegen, ba fie burd^ fd^iefe ÄreiSfegel projiziert 
werben, als ®ffipfen, Parabeln ober ^pperbeln. 

419. 3e nad^ ber Sage ber Silbebene unterfd^eibet man auc^ l^ier roieber 
$olar5, 3lequatoreals unb ^origontalprojeftion. Slber bie 2lbbilbung einer ^atb- 
lugel auf eine einjige Silbebene, nad^ 3lrt ber ftereograp^ifc^en -^Jrojeftion, ift 
l^ier unmbglid^, bie Sängens unb Sreitengrabe wad^fen um fo mel^r, je weiter 
man fid^ oom Serül^rungSpunft ber Silbebene, bem 2Rittelpunft ber 3lbbilbung, 
entfernt: Sei ber Slequatorealprojeftion fäfft ber 5Pol, bei ber ^olarprojcftion ber 
Slequator inS Unenblid^e. Cl^ne gro^e Serjerrung lä^t fid^ ba^er nur bie näc^fte 
Umgebung beS Serül^rungSpunftS barfteffen. Um bie ganje ßrboberfläc^e abju- 
bilben, nimmt man bie (Sbenen eines il^r umfd^riebenen SBürfelS, ber fte in ben 
^olen unb am Slequator berül^rt, ju Silbebenen; um noc^ größere ©enauigfeit 
ju erl^alten, bilbet man auf bie ©eitenfläd^en eines umfd^riebenen regelmäßigen 
Sielfläd^nerS von möglid^ft großer 6eitenjal^l ah. 

Sergl. bie Umfel^rung biefeS Serfa^renS für ben SeweiS beS ßulerfc^en 
©a|eS. 

^ie tnomonif^t jieqnaioxeataMxthnni. 

420. 2)ie 3Keribiane bilben fid^ ab als ^araffelen, fenfred^t ju ber ben 
äequator barfteffenben ©eraben U' W. Seftimmt man auf jeber berfelben bic 
Silbpunlte ber ©d^nittpunlte beS jugel^örigen ÜKeribianS mit ben einzelnen Sreitem 
freifen, inbem man juerft biefe Silbpunfte in ber Umflappung biefeS SKcribianä 
unb feines SilbeS in bie Slcquatorebene jeid^net, fo entftel^t bnxd) ftetige Ser^ 
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binbung ber bemfelben Sreitenlteiä }ugel^örigen Silbpunlte bie biefen äSreitenfreid 
barfteOenbe ^^perbel. 3Bantm bilben ftd^ bie 93reitenlretfe ald ^^pevbeln ab? 

gigur 193 in §orijontaI^ unb aScrtifalprojcftion. 3D?att benle fid^ bie Slb* 
bilbung ber Äugel burc^ ©rel^ung um U'W fenfred^t jur @btnt bed ?ßapierS 
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gefteHt. 2)ie 6bene bed 3JleribianS OQ© fd^neibet ertpeitert bie Silbebene 
xioA^ Q' T J_ TT' W unb erf d^eint , um Q' in bie Slequatotebene umgellappt, 
als OQ'T". Der 2tequator ABC unb ber aJlittelmeribian OA bilben ftd^ ab 
afö bie ^auptad^fen ber ^^perbeln. Die SBinlel, unter benen bie älfpmptoten 
gegen TJ' W geneigt jtnb, jtnb bie geograpl^ifd^en SSrciten 15®, 80®, 45® . . . ber 
ben bejüglid^en ^^perbeln gugel^drigen 93reitenireif e , bejm. bie Jlomplemente ber 
erjeugenben SBinfel ber biefe SBreitenfreife projijierenben ^egel. SBarum? 

421. 3ft r i^^t Äugell^albmeffer unb A ber SRuHmeribian, fo l^at irgenb 
ein Ort P »on ber geograpl^ifd^en Sänge \ unb ber 33reite qp in ber Slbbilbung 

bie Sänge AQ' = tgA . r 

bie »reite Q'P = Q'F' = tgy . OQ' = tgy . sec i . r 

Seidene bie ^ßolarprojeltion unb beftimme Sänge unb Sreite eines bem (Srb^ 
ort (A, (f) entfpred^enben 33ilbpunftS. (SSergleid^e l^iermit gig. 189.) 

422. 3lud^ bie gnomonifd^e Slbbilbung ift nid^t n)infeltreu. @o finb j. 93. 
bie unter fid^ tjerfd^iebenen SEBinlel, unter benen ein ©rojsfreis bie einzelnen 
^eribiane fd^neibet, in ber STequatorealabbilbung einanber gleid^. 

423. ©nomonifc^e Äarten finben l^auptfäd^lid^ in ber ©d^iffal^rt SSerroenbung. 
35er ^aupteigcnfd^aft biefer 3lbbilbung jufolge, entfprid^t ber füi^eften ®ntfemung 
jroeier ßrborte auf ber Äugel aud^ bie lürjefte Entfernung auf ber gnomonifd^en 
Äarte. Die SluSgangä? unb @nbpunlt oerbinbenbe ©tredfe fteHt ben lürjeften 
Sffieg bar, ber afferbingS fd^roieriger ju fegein ift, infofem als 1. ber JlurS ober bie 
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©teuettid^tung , b. 1^. bcr SBinfel bet Säng^rid^tunö bed ©d^iffd (©d^tffäad^fc, 
gal^rtrtcl^tung) mit ben einzelnen üJlcribtonen fxö) fortroäl^rcnb änbert unb 2. bicfc 
SBinfel, tpcgen bcr nid^t roinfcitrcucn aibbilbung, an^ bcr Äartc nid^t in roal^rer 
(Stöjjc ju entnehmen finb. (422.) 

SScqucmcr ift bie ^al^rt, bei roeld^cr fid^ bcr ÄurS nic^t änbert, alfo in 
«incr Sinic, bic mit fämtlid^cn SKcribiancn glcid^c SBinfcl bilbct. 2)iefc eigene 
tümlid^e, fpiralartig ben $olcn bcr ®rbfugcl ftd^ juwinbcnbc Sinic l^cifet Sojo- 
i)romc. 3Kan wirb bic §al^rt in bcr SoEobromc, obrool^l bicfc nid^t ben fürseften 
9Bcg barftcllt, bcrjcnigcn im ©rofefrciä ftcts bann vox^iz^tn, fobalb bcr aSBcg^ 
unterfd^icb nid^t ju gro^ wirb, b. 1^. bei fürjercn SRcifcn. 35ie atebann bcnü^tcn 
Porten finb SDlcrfatorabbilbungcn. 

I^ie '^exfiaioxpxoltfitton. 

^rfunben von ®erl^arb Ärcmcr, gen. SWerfator, Äoämograp§ beö ^crjogä von ^Mx^, 

geft. 1594 in 2)ui3burg. 

424. ©ic gel^ört ju ben fogcn. Gplinbcrabbilbungcn , inöbefonbere ift fte 
eine Slbänbcrung bcrjcnigcn G^linbcrproicftion , bei welcher baS ®rabne$ bcr 
€rblugcl, t)om 3Kittelpun!t auS, jcntralpcrfpcftii) auf eine, bie Äugel längs bc§ 
3lcquatorS berü^renbc G^linbcrfläd^c abgcbilbet wirb. S3ci festerer ^Projcltion 
erfd^einen bic 3Kcribiane als SWantcIIinicn , bie Sreitenfreifc als ^arattcHreifc 
jum OrunbfrciS beS ß^IinberS, fo ba^ bic Slbroidfclung beSfclbcn, b. f). baS ebene 
SSilb beS ®rabnc|eS aus j^roei ©d^aren ju cinanber fcnlred^ter ^ParaUclgcrabcn 
beftel^t. SBäl^rcnb jebod^ auf bcr Äugel bie Sänge eines SreitengrabS, b. f). beS 
360. 2^cilS bcS SreitenfreiSumfangS, gegen bie $ole mel^r unb mcl^r abnimmt, 
bicienige bcr 3Rcribiangrabc bagegen glcid^ bleibt, l^aben SreitenfreiSs unb STOeribions 
grabe in bcr Slbbilbung bie SRoUcn oertaufd^t. S)ie üKcribianc ftcl^en l^icr gleid^= 
weit t)oncinanber ah, b. i). bic Sängen bcr Sreitengrabe finb überall gteid^ unb bie 
tUleribiangrabe wad^fen mcl^r unb mel^r, fo ba^ bie bem 5PoI ju liegenben 
fp^ärifd^en 9led^tcdfe beS ©rabne^eS fidf) als immer größere Slcd^tedfe abbitten. 
®aS 33ilb beS ^ols felbft fällt inS Ünenblid^c. D^ne ju grofee SBcrjcrrung tä^t [i6) 
alfo nur ein in nid^t ju l^ol^c Sreiten l^inaufrcid^enbeS ©türf bcr Äugclfläd^e 
abbilben. Um aber aud^ l^icr bie Serjerrung fo oiel als möglid^ ju milbcm, fam 
5KerIator auf ben ©cbanfen, bie fp^ärifd^en SRed^tetfe beS ©rabne^cS ä^nlid^ 

abjubilbcn. 9iimmt man ben Sängen« unb Sreitenunterfd^ieb fcBr Hein, je 

1" 
etroa nur — , fo fönnen bie fpl^ärifd^en SRcd^tedfe beS ©rabne^eS als eben be= 

trad^tet werben, unb ba fte fid^ nad^ bem ©citl^erigcn fd^on als SRcd^tcrfc abbilben, 
fo fe^lt gur Stcl^nKd^fcit nur nod^ bie ^Proportionalität bcr ©citen. 

425. 3ft 2;rr bcr Umfang bcS SlequatorS bcjro. cincS 9JleribianS, fo ift 
bie — " grofee ©tretf e bcSfelben 

1 27tT 

k = 



m 360 . 60 . 60 
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Srgcnb ein Sreitcnfreiä unter qp° l^at ben §aI6meffer r . cos cp, bal^er ift 



bie — " grofee Strede biefeä 33reitenlreife§ 

1 2 71T cos y 

860 . 60 . 60 = ^ • <^<^s qp 



gig. 194. 



^ 



m 



Qebeä jroifd^en groei aufeinanber folgenben S3reiten= 
freifen unb 3D?eribianen liegenbe fpl^ärifd^e Sled^tecf f)at 
fomit, ba ber Stbftanb erftetcr unt)eränberHd^ gleid^ k 
ift, bie §öl^e k unb bie ©runbfeite kcos^). 2)aS SSer^ 



so 



l^ältmö Bcibet 
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mu^ alfo aud^ für 
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kcosqp cosqp 
bie ©eiten ber Sled^tecfe ber 2lb6ilbung beftel^en, unb 
ba i^ier fämtlid^e ©runbfeiten gleich, bie ^öl^en aber 
T)erfci^ieben finb, fo ift biefeö SSerl^ältniS fo umju= 

formen, ba^ bie §öl^en bem reränberlid^en ©lieb, bie ©runbfeiten bent unoer- 
änberlid^en ©lieb beöfelben proportional werben, alfo 

1 

^öl^e _ 1 _ cos qp _ secy 

©runbfeite ~~ cosg? ~~ 1 "~ 1 
b. ^. 



©a^: ®ie §5^en aller SRed^tedfe beä abgebifbeten ©rabne^eä oerl^alten fid^ 
gu ben jugel^örigen ©runbfeiten roie bie Sefanö ber geograpl^ifd^en breiten biefer 
©runbfeiten ju ein§. 

Ober: 3)ie auf ben 3Jleribianen il^rer Sänge nad^ gemeffenen Sreitengrabe 
crfd^einen in ber 3Kerfatora66iIbung secy-mal oergrö^ert, roobei qp bie geogra^ 
pl^ifd^e Sreite be§ bem 3lequator ju gelegenen ®nbpun!tö beä SreitengrabeS ift. 

^eber f leine 3Keribianbogen AB, beffen bem 2lequator näd^ft gelegener 
©nbpunft bie geograpl^ifd^e Sreite qp l^at, bilbet fid^ ab at§ eine Stredfe t)on ber 
Sänge sec qp AB. 

426. 2luä ber 2le]^nlid^feit ber 2lbbilbung folgt bie 2ßinfeltreue berfelben. 
SSerbinbet man bal^er jroei fünfte ber Slbbilbung burd^ eine ©erabe, fo ift le|i 
tere, ba fie mit ber bie SKeribiane barftellenben ^Parattelenfd^ar einen unoeränber-- 
lid^en SBinlel -^ß- einfd^Iie^t, baö 33ilb berjenigen, bie begüglid^en @rborte oer^ 
binbenben Äurt)e, bie fämttid^e ®rbmeribiane unter bemfelben 2öinfel <^ ß- fd^neibet 
{Sosobrdme = Sinie beä frfjiefen Saufä). Sie ift alfo bie Steuerrid^tung bei un^ 
t)eränbertem Äurö unb ber Vorteil biefer 2l66i(bung berul^t eben barauf, baft biefer 
.^urö i9- in majorer ©rö^e aug ber Slbbilbung entnommen werben lann. ^ig. 194. 

427. 3)er SBid^tigfeit biefer 3lbbilbung megen, möge nod) auf ©runb be§ 
in 425) entroidfelten ^Qi\x^i\(x%t^ ber befonbere Semeiä erbrad^t werben, ba^ bie 
So|cobrome fid^ al§ ©erabe abbilbet 



©aucrbed, ©teteomctrie. 
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Stgenb eine Sosoiitome treffe btei in fc!|r tleinem, aUv gleii^em Sängen' 
unteifi!)ieb ietroa -") fiii fotgentie 3)tenbiane unter gleii^en 5Din(etn in beii 
^unlten A, B, oon ben geograp^ifdien 93ieiten tp, t/j, X- 3)er Steitentteiä buit^ A 
(i^neibe bie beiben anbeten 3Reribtane in D unb E, betjenige burc^ B ben btitten 
3Weribian in F. 35ann ift AADB^ABFC, ba 6eibe 3lttie<fe al8 eben k-- 
ttaäfUt nietben bürfen, unb ba^er 

BD _ AD^ 
CF ~ BF 



3ft k bie iiänge bcs ©ogenä - 


" auf bem Slequator, (o ift in ben 8reit 


unb i/i 

AD = co8<r 
fomtt 


k unb BF = cos./'.k 

BD cos 9> 
CF " COS./' 


gig. 195. 9lun feilbet fict) BD ab olS 


unb CF Qlä 

fornit 


B|D, ^eeo^ .BD 
0,F, = 8eci/'. CF 

B, D, sec 9» BD 

C, F, aecip C F 


ot>et 

B.D, = 0,F, 


sec (f> cos qp 

sec '/■ C08 yj 

unb ba AD unb BF ftd) abbilben aB 


A,D,=B,F, 


fo folgt wegen beä testen aöintels, bafe 


A A, D, Bi ^ A Bi F, 0, 


fomit -*B,Ä,D, = <tO,B,F, 


b. l). A,B,0, eine ©eiabe. 





427a. SSeigleic^e mit ber tOtettotorptoiettion bie Q(}uiDaIente ß^linba^ 
abbilbung in 478). 

428. 59ion umfrfiretbt bei Kugel einen fenfred&ten Kreistegel, ber fie liingo 
beö mittleren Sreitentteifeä beö obäubilbenben ^(ödienftteifenä berül^rt, unb Ülbd 
boä (Srabne? nenttalperfpeltio com Äugelmtttelpuntt aus barauf oB. Den^Bwi- 
bianen entfprei^en atäbann bie SKonteUtnien, ben Steitenlretfen bie ^aralleltreÜ« 
jum ©runbtreiä beö Äegelä. 3" bet Stbroicfelung beö ftegelmantelä, einem Sreio^ 
fettot com ^enltiroinlel 

& ^ ainip . 360° 

wobei ff, ber erjeugenbe 3Bintel bes ilcgelä, bie geograpI|if(f)e Sreite jeneä mitt^ 
leten Steitentteifeä ift, fteHen bie unter gleit^en SSintetn M fclIneibenbEn ^alb; 
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tncffcr bic 3Keribtanc, bie fic fcnlrcd^t fd^ncibcnben fonjcntrifd^cn Ätcifc btc Srciterts 
freifc bar. Um eine UeBeretnftimmung mit bem ©rabne^ ber Srbfugel l^erjufteffen, 
roetben bie fonjenttifc^en Jlreife, bie ungleid^e Slbftänbc üoneinanber einhalten, 
in fold^e von gleichen 3lbftänben umgeänbert (äquibiftante Äegefprojeftion). 



VII. ftßfc^tiift. 

ioriirrlimilfiiiiiiorii. 



$rd||fe itti6 lUeiit^e ^exte einet vnänbexti^tn #td||e. 

i^axima unb ^itiintn.) 

429. ®ie Söfung bet fjrage naä) bem größten ober fleinften SBert beS 
Snl^altS bejTO. ber Dberfläd^e ber im folgenben be^onbelten Äörper la^t fid^ mU 
fad^ auf elementarem SBeg erlebigen burc^ folgenbe Setrad^tung : 

^eber, Don einer Deränberlid^en (Srö^e x abl^ängige a(geBraifd^e Sludbrud 
^ci^t eine „gunition von x", gef daneben f (x). 5Dlit jeber Stenberung von x gel^t 
aud^ eine fold^e t)on f (x) cor fid^, in meld^em ©inn, ob g. 8. mit mad^fenbem x 
ber SEBert ber ^nftion f(x), meld^er ber Äürjc megen mit y bejeid^net werben 
foff, ebenfalls mäd^ft ober abnimmt, jeigt ftd^ am überfid^tlid^ften in einer fogen. 
„gropl^tfd^en 35arfteIIung", b. 6. einer 3«i^»^u«8 ^^^^ ^Junftion f (x). 3Dlan bc* 
trad^tet jeben SEßert oon x unb ben il^m zugehörigen y = f (x) al8 3lbftänbc eine« 
5ßunft8 (x y) t)on groei ju einanber fcnfred^ten ® eraben, ben fogen. Sld^fen, SBirb 
eine größere 2lnja^I fold^er fünfte (xiy^, (x-^y^), (x^js) • - • eingejeid^net, 
mobci gu berüdfjtd^tigen ift, bafe pofitioe unb negatioe x bt^w. y oom ©d^nitts 
punft ber Sld^fen, bem fogen. Urfprung ober $RuIIpunft, an^ auf entgegengefe^ten 
©citen ber X« begro. Y^äd^fe abzutragen finb, fo erl^ält man burd^ ftetige Sßer« 
binbung biefer $Punfte eine ftetig gefrümmte Sinie, bie gunltionSfurtje y = f(x), 
meldte bie äb^ängigleit jmifd^en x unb f(x) grapl^ifd^ gur Slnfd^auung bringt. 
SnSbefonbere jeigt fie, 

1. für meldte SBerte t)on x bie gunition f(x) oerf d^minbet : 3)ie ben Q^nxtti 
puniten ber Äurt)e mit ber X^Sld^fe jugel^örigen SBerte oon x finb bie 
SBut^eln ber ©leid^ung f (x) = 0, 

2. für meldte SJBerte oon x bie ^nltion f (x) einen größten bejm. fleinften 
äSert annimmt: S)ieienigen fünfte, in benen Sangenten paraSel ber 
Xs3ld^fe gebogen werben fönnen, finb ber X^Std^fe am näd^ften bejro. 
oon i^r am entfernteften unb l^aben ba^er bie fleinften bejm. größten 
SBBerte oon f (x). 
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430. ®etn SBett x entfprid^t ein grö|ler fflctt f(x) bann, rocnn foroo^I 
für junel^menbed ald abnel^menbed x ber äSett ber fjfunition abnimmt, unb ein 

Ilcinftcr SBert ber ^nltion, wenn 
3id- 196. fomol^I für ^u« al8 abne^menbeS x 

ber SBert ber gunition roäd^ft. 

Sä^t man ba^er irgenb ein z, 
für meld^eö f(x) ein ®renjrocrt 
(@|trem) werben fott, um eine enb- 
lid^e ®rö^e a i\x* begn). abnehmen, 
bie fe^r Hein gu mäl^len ift, um 
in bem Stad^bargebiet beä }u x ge^ 
l^origen $untted P ber jturoe ^u 
bleiben unb nid^t in ba§|enige eines 
$untteg Q }u gelangen, bem oiel- 
\z\i)i ebenfaKd ein ©renjmert ber 
Munition angehört, mit anbeten 
SBorten, fd^reitet man auf ber Ituroe 
t)om 5Punft P ju ben beiben SRad^barpunften M unb N rüdf- begm. ©orroärtg, fo ift 

f (x) ein ?IRajimum, 

wenn geometrif d^ P P' > M M' unb P P' > N N' 
ober algebraifd^ f (x) > f (x — a) unb f (x) > f (x + a) 

f(x) ein 5Dlinimum, 

xozxva geometrifd^ PF < MM' unb PF < NN' 

ober algebraifd^ f (x) < f (x — a) unb f (x) < f (x + a). 

431. ®a a fe^r flein ift, fo lönnen bie in ber Sntmidfelung biefer Un- 
gleid^ungen mit ben $otenjen a^ , a^ ... bel^afteten ©lieber gegen baSienige 
mit a oemad^läfftgt merben ; <xaA^ genügt ed, ftatt ber gmei SSebingungSungleiii^ungen 
nur eine gu entmid^eln unb am @(i^lu^ bag SSorj^eid^en oon a gu med^feln. ^^ 
g. 83. bie gunition bie gorm 

f(x) = A + Bx + CxM üx» + . . . 
fo entmidett man im t^aQ eineg SRajnmum nur 

f (x) > f (x + a) 

ober 

A + Bx + Cx«^-Dx^..> A+B(x + a) + C(x + a)* + D(x + «)' + .. . 

ober 

A + Bx + Cx'» + Dx»...> A + Bx + BGf + Cx*-f-2Cofx + Dx' 

+ 3Dax*+ . . . 

morauS 

0>«(B + 2Cx4-3Dx« + . . .) 

burd^ '^txi^txccotifytX oon u folgt für bie anbere Ungleid^ung 

0>- cf (B-f-2Cx + 3Dx* + . . .) 
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9Kan erl^ält alfo im affgemeinen 

im %afi beS SKa^imum bie 8ebingungen 

> -^ ce . (p(x) 
unb 

7> — a . (p (x) 

im %aü beS SKinimum bie Sebingungen 

<i -\- cc . (f (x) 
unb 

<C — « . qp (x) 

Sebingungen, meldte, ba a ftetä eine enblid^e ©röfee ift, nur bcftel^en fönnen, wenn 

qp(x)-0 

morauS fid^ biejenigen SBerte von x ergeben, für roeld^e f (x) im SRajimum bejm. 
3Kinimum mirb, meld^eS ber beiben ©jtreme möge im folgenben ber einzelne gaff 
entfd^eiben. 3)ie SRed^nung ift für SWajimum mie SUlinimum biefelbe, mit bem 
einzigen Unterfd^ieb in ber ©teffung ber §alen > unb < ; fie ergiebt alfo, wenn 
^Jla^ima unb 3Rinima oorl^anben finb, beibe gugleid^. 

432. Sefi^t bie gunition f(x) ©lieber ober galtoren, bie oon ber SSer» 

änberlid^en x unabhängig jtnb, fo fann eS fid^ bei Seftimmung eines ©renümerts 

nur um ben mit x oeränberlid^en S^eil ber ^nltion l^anbeln. ^at biefelbe 

bie gorm 

" f(x) = a + b. xfjix) 

fo ergeben bie Ungleid^ungen für yj (x) biejenigen Sffierte oon x, für meldte yj (x) 
unb fomit aud^ f (x) gum Sjtrem mirb. 

©ntl^ält f (x) Söurjjelgrö^en, fo finb bie Ungleid^ungcn, nad^bem bie cc ent« 
l^altenben SBurgelgrofeen auf eine Seite gebrad^t fmb, gu potenzieren, bis a nid^t 
mel^r als ^Burjelgrö^e oorlommt unb auS ber ganjen Ungleid^ung als galtor 
auSgefd^ieben merben fann. 

®ntl^ält bie fjunftion trigonometrifd^e gunitioncn einer öcränbcrlid^en SSäinfel« 
grö^e qp, fo ift fie in eine fold^e mit nur einer trigonometrif d^en gunltion, bie 
aisbann als neue SSeränberlid^e x eingefül^rt wirb, umjugeftalten. 

433. Seifpiel: S^ti gleid^e Kugeln Kj unb K2 oom §albmeffer r roffeu 
auf einer 6bene unb berühren biefelbe in ben ^Punften A unb B. (Sine britte 
glcid^gro^e Äugel, beren 3Kittelpunft in ber Sbene K,ABK2 liegt, berührt 
biefelben fortmäl^renb. ^n meld^er Sage ber brei Äugeln ift bie %läi)z beS günf« 
cdfS OK1ABK2 bie größte? 

®ie geometrifd^e Setrad^tung jeigt: 5Räl^em fid^ bie roffenben Kugeln, fo 
nimmt bie gläd^e beS günfedfS ab, entfernen fie fid^ t)oneinanber , fo nimmt fie 
n)ieber ab. (Sin Slbnel^men ber gläc^e nad^ ber einen mie nad^ ber anberen ©eite 
fd^Kcfet aber notmenbig in ftd^, bafe bie gläd^e in einer gemijfen 9Rittellage einen 
größten SSert erreid^t. 
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3)te Sage bcS ^nfedt« fei bcfttwmt burd^ <^ Kj O Kj = 2 (p. gfäfft man 
0C_LK,K2, fo ift 

fjünfedf AK1OK2B = Slcd^tccf AKjKaB + AK1OK2 

= r.4r8in<f -i-2rsmqp.2r cos qp 
= 4 r^ (sin (f -\- smcp cos qp) 

S)icfcr SBcrt roirb ein 5Ka5imum, wenn 

sin qp -|- sin qp . cos qp = max 

ober mit 

sin (p = X unb cos q) = [/l — x* 
foH toetben 

X -\- x[/ 1 — x' = max ; 
ballet bie ä3ebingungen 

X + X l/l — X« >(x + flf) + (x + a) l/l — (x+a)^ 

X + X \/l - x^ >(x — a) -f- (x — of) l/l — (x — «)* 

®ntn)i(fe[t man bie erfte Ungleid^ung , fo folgt mit 3Beglaf[ung l^ö^erer 
5ßotenjen oon a 

X l/l ~x* — cc>(x + a) [/l — x^ — 2ax 
quttbriett 

x^ (1 — X*) — 2 ax l/l — X« > (x* + 2ax) (1 — x^ — 2 gtx) 

ober 

x2 (1 _ X«) — 2 ax v/l — x»> X« (1 — x^) — 2 ax^ + 2 f^x — 2 ax' 
roorauS 

0> + 2a(l/l — x^- 2x2 + l)x 
unb 

> — 2a (l/l — x^ — 2x* + 1) X 
S)al^et lautet bie SeftimmungSgleid^ung für x 

X (l/l — x^ — 2x^ -f- 1) = 
n)oraud 

1. X = = sin 9), bai^er tp = 90<> unb 2y = 180\ b. 1^. baä günfccf 
gel^t über in baS SRed^tecl AK1K2B (%aU beg SKinimum) 

2. l/l — x^ — 2x* + l = 
morauS 2 

X = "s- l/sT = sinqp 

ba^er 9) = GO« unb 29/ = 120 ^ (%aU beS ajlajimum). 

434. ©ntl^ält bie gunition, beren ©renjroerte Beftimmt werben follen, 
mehrere SBeränberlid^e , ^mifd^en benen jebod^ eine gemiffc änjal^l Sebingungen 
befleißen möge, fo laffen fid^ ebenfooielc SBeränberlid^e ,ber fjunltion eliminieren, 
als Sebingungägleid^ungen oorl^anben finb. ßntl^ält bie ^nltion aud^ nad^ ber 
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Elimination nod^ meistere SScränbctlid^c , fo betrad^tet man jcbc bcrfctben, ber 
Steil^e nad^, alg bie einzige SetänbetUd^e unb bie übrigen a(d unoeränberlid^ (lon^ 
ftant). Seftimmt man nad^ bem früheren SScrfal^ren für jebc SJcränberlic^c bcn 
3!tkxt, für meldten bie Munition ein ^a^imum n)irb, fo erl^ält man ebenfooiel 
(Sleid^ungen }n)ifd^en beq SSeränberlid^en, als SSeränberlid^e oorl()anben finb. 



9ta||eitt (Reiten. 

435. (Sine ®rö^e mef(en ^ei^t angeben, mie oft eine gleid^artige ®rö|e, 
bie als @tnl^eit betrad^tet mirb, in i^r entl^alten ift. ^t nad^bem bie ju meffenbe 
®rö^e fe^r gro^ ober fel^r Kein ift, mal^It man aud^ bie @inl^eit entfpred^enb gro^ 
ober Mein. 

2)ie l^ier in Setrad^t fommenben (Sinl^eiten bewegen ftd^ in folgenben 
©renken : 

Sängeneinl^eit ift eine ©tredfe, beren Sänge 1 mm ober 1 cm ober 1 dm 
ober 1 km beträgt, unb ed tft 
1 km = 1000 m, 1 m = 10 dm = 100 cm, 1 dm = 10 cm, 1 cm = 10 mm 

gläd^enein^eit ift ein Duabrat, beffen Sänge unb Sreite je gleich ber 
Sängenein^eit ift. SlIS ßin^eit nimmt man 

1 qmm = 1 mm . 1 mm ober 1 qcm = 1 cm . 1 cm 

ober 

1 qdm = 1 dm . 1 dm ober 1 qm = 1 m . 1 m 

3laum* ober SBolumeinl^eit ift ein SBürfel, beffen Sänge, ©reite unb 
§ö^c je gleid^ ber Sängeneinl^eit ift. Slls 3laumeinl^eit nimmt man: 

1 cmm = 1 mm . 1 mm . 1 mm ober 1 com = 1 cm . 1 cm . 1 cm 

ober 

1 1 =: 1 cdm =^ 1 dm . 1 dm . 1 dm ober 1 cbm =:: 1 m . 1 m . 1 m 

®ie Sermanblung oon gläd^enein^eiten bejro. SHaumeinl^eiten in anbere ge* 
fd^iel^t, inbem man guerft bie Sejie^ung jmifd^en ben gugel^örigen Sängenein^eiten 
anfd^reibt unb alsbann quabriert bejro. lubiert; g. 9. I^at man fid^ bie SBerroanblung 
Don cbm in 1 mie folgt ju benfen 

1 m = 10 dm = 10 . 1 dm 

Im.lm.lm = 10.1dm.l0.1dm.l0.1dm = 1000 . 1 dm . 1 dm . 1 dm 

---. 1000 . 1 cdm = 1000 cdm = 1000 1 

Su merlen ift: 

a) 9lur gleid^namige Sängeneinl^eiten fönnen multiplijiert unb bioibiert 
werben. 2)a8 SBerfal^ren l^at man ftd^ folgenbermafien ju beulen: g. S5. 

7 m . 5 cm = 700 . 1 cm . 5 . 1 cm = 700. 5 . 1 cm . 1 cm = 3500 . 1 qcm 
= 3500 qcm 

5 m . 40 cm . 25 mm = 5 . 10 . 1 dm . 40 . -r-r- . 1 dm . 25 . -ttttt . 1 dm 
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= 50 . 4 . ^ . 1 dm . 1 dm . 1 dm = 50 . 1 cdm 



= 50 cdm = 50 1 
15 m 15 . 100 . 1 cm 



5 cm 5 . 1 cm 



300 (ungenannte ^^^O 



5 mm 5 . 1 mm 1 

T^ = 100 . 1 mm =2ÖÖ («"(»enannte ^a^ 

b) SWuItipIigiert ober bioibiert werben fann nur 

Sänge >: Sänge = fjläd^e 

Sänge X gläc^e = Sänge x Sänge >c Sänge = 33oIumen 
SSolumen : 33olumen = unbenannte ^af)l 
Solumen : glä^e = Sänge 
SBoIumen : Sänge = gläc^e 
gläd^e : %lä6)t = unbenannte 3«^! 
%läd)t : Sänge = Sänge 
Sänge : Sänge = unbenannte 3«^' 

wobei bte Benennungen auf biefelbe Sängenein^eit ju begießen jinb , g. S. ^at 
man fxä) gef daneben ju benfen: 

5 qm 5 . 1 m . 1 m 5. 100 . 100 . 1 cm . 1 cm 



10 cm 10 . 1 cm 10 . 1 cm 



= 5000 cm = 50 m 



5 cdm 5 . 1 dm . 1 dm . 1 dm 1 . ^ ^r, nrx ^ i 

= 10 . 10 . 1 dm = 20 <ld^ == 20 • ^^ • ^^- ^^"'- ^ '"^ 



10 m 



= 5 qcm 



436. ^a burd^ brei beliebige Stid^tungen, bie alg ®erabe burd^ einen ^unft 
bargeftedt fein mögen, jebe anbere 9iid^tung im 9laum beftimmt ift, jebe belie6ic\e 
3(ugbel^nung eines JtörperS alfo auf biefe brei urfprünglid^en 9(ugbe^nungen ht- 
50gen werben lann, fo fagt man: 

@in Äörper f^at brei (unabl^ängige) SluSbe^nungen, ober: er ift oon ber 
britten SJimenfion. 

S)ie SRed^nungSergebnifle finb ftetS ba^in ju prüfen, ob bei ber ^age m^ 
Sängen, gläd^en ober SRauminl^alten ber gefunbene algebraifd^e SBert linear, 
b. 1^. oon ber erften, ober ob er oon ber jroeiten bejm. britten 3)imenjton ift. 

S3ei\üglid^ ber 5KögIi(^Ieit ber geometrifd^en 3^id^nung ber ©rgebniffc l^at 
bie mobeme 3}lat^ematil bemiefen: 

Sa$: SDlit alleiniger 99enü^ung oon Sineal unb 3^^^^^ lännen nur &t' 
rabe unb Greife gegeid^net werben unb gwar !5nnen, wag bie Sängen betrifft, nur 
fold^c ©tredfen unb ÄreiSbögen beftimmt werben, beren Sängen fid^ algebraif(^ 
aus @5leid^ungen ergeben, bie burd^ Duabratwurjeln in enblid^er älngal^I ju Öfen 
moglid^ finb. 



J 
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^efliittittitttg it$ '^aitniitt^aCfs von S^itpetn mit teCieOiger, 

nid^t gefd^mdHiger ^eflatU 

437. ^raltifd^ lä^t jtd^ bcr Slauminl^alt jcbcS beliebigen ÄörperS beftimmen: 

1. ^nvi) DoOftänbigeg Untertaud^en in ein big jum älanb mit SBaffer ober 
einer anberen, ben Körper nid^t löfenben ^lüfftgteit gefüQted ®efä|. 
Sie übetflie^enbe ^lüfftgleitgmenge l^at benfelben 9tauminl^alt n)ie ber 
Äörper. 

2. 3)urc^ SBägen beS Äörperä an ber Suft bejn). im luftleeren Slaum (ab« 
foIuteS ©eroid^t P) unb Ermittelung feiner 3)id^te s. 

2)id^te ober fpegififd^eS (Semid^t eines ftarren ober flüffigen ÄörperS ift 
biejjenige unbenannte S<^^if ^i^ angiebt, n)iet)ielma[ biefer jldrper fc^merer ift, al^ 
baS gleid^e SSoIumen reinen beftiDierten SBafferä oon 4° C. (SBaffer oon ber 
größten 2)id^te). 

9limmt man als gleid^e Solumina 1 cdm = 1 1, fo miegt bemnad^ 1 cdm 
be§ JtörperS s^mal fooiel als 1 1 beftiHierten äBafferS unb ba baS ©emid^t bes- 
iegteren 1 kg (©emid^tSeinl^eit) beträgt, fo lonn man aud^ fagen: 

Sid^te eines Jtörf^erS ift baS ©eroid^t eines cdm in kg ober eines ccm in g. 

§at alfo ber Äörper Vcdm Slauminl^alt, fo miegt er V. skg, roaS mit 
feinem abfoluten ©eroid^t Pkg übereinftimmen mu^, fomit 

@a$: ©emid^t gleid^ ?lauminl^alt mal Sid^te, 

P = V.s 

wobei P unb V bie zugehörigen ^Benennungen kg unb cdm (1), bejm. g unl^ 
ccm l^oben. 

^iemad^ beftimmt fid^ baS SSoIumen eines JlörperS }u 

S 

S)aS Sffiaffcr ift, ba feine S)id^te gleid^ 1 ift, ber einjige ©toff, bei roeld^em 
entfpred^enbe ©emid^ts« unb Slaumma^e oertaufd^t merben bütfen. 

3labette ber SJid^ten oerfd^iebener ©toffe fie^e am ©d^Iu^. 

Sn mand^en ber folgenben Slufgaben ift ©ebraud^ p mad^en oom 

@a^ beS Slrd^imebeS: ©in Äörper ift in einer glüffigleit um fo oiet 
leidster als bie oon i^m oerbrängte glüffigleitSmenge roiegt. ®r fd^mimmt bal^er, 
wenn fein ßigengeroid^t gleid^ bem ©eroid^t ber oerbrängten glüffigleit ift. 

Per 4{ttabet. 

438. 95rei $aare paraHeler ®benen, bie ju einanber fenfred^t ftel^en, er^ 
geugen einen oon fed^S 9{ed^ted(en umfd^loffenen Jlörper, ben Duaber, aud^ red^t« 
n^inHigeS ^araUelepipebon , red^tmintliges ^araSelflad^ , red^ttoinftiger ©pat ge» 
nannt. 3e jmei ©egenred^teäe finb longruent. ®ie brei oon einer ßdEe auS« 
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loufenben ; ju einanber fenhed^ten Jlanten l^ei^en Sönge , äSrette unb $o^e beS 
Ouabetg. S^iefelben feien: 

1. llommenfurabel, b. 1^. fte l^aben ein gemeinfd^aftUd^eg 9Ra^, baS als 
Sängenein{|eit auf ber einen Seite a^mal, auf ber anbeten b-ntal, auf 
ber britten c^mal abgetragen n)erben lann. Segt man burd^ bie Xeilpunlte 
^oraHelebenen gu ben Segtenjunggebenen , fo gerfäSt ber Duaber in 
a . b . c @inl^eitdn)ütfel mit ber Sängeneinl^eit ald Jlante. 

2. Sintommenfurabel, b. ^, eg giebt feine Sängenein^eit , bie al3 gemein« 

fd^aftlid^ed ^a^ ber brei Hauten genommen merben lonnte. ^ann ift 

eg moglid^, eine Sängeneinl^eit fi fo Kein ju beftimmen, ba^ m, n, p 

fold^er ©n^eiten lürjer unb m + 1, n + l/P + 1 berfelben größer 

finb al3 bie Jtantenlängen a, b, c. @in aug ben Tanten m . fi^ n. fi, 

p . fji ^ergefteQter Duaber ift fomit j^u Hein, ber au^ ben Tanten 

(m •+ 1) fi, (n + 1) f^, (p + 1) i«* l^ergeftettte gu grofe bejüglid^ beS ge« 

gebenen. Sä^t man aber fi mel^r unb mel^r abnel^men, maS felbftrebenb 

ein 3lnmad^fen ber 9Jla^ja^Ien m, n, p gur ^olge l^at, fo werben bie Unter« 

fd^iebe gmifd^en ben entfpred^enbcn Äanten m . ^ unb (m + 1) ^ u. f. f. 

immer Heiner; bie Slauminl^alte beiber $ilf8quaber, bie fid^ gemäfe 1) 

als bie ^robulte breier aneinanber fto^enber Tanten barfteUen, ba leitete 

lommenfurdbel ftnb, naivem fid^ me^r unb mel^r — ber Heinere toäd^ft, 

ber Qx'öitxt nimmt ab — unb erreid^en fd^Iie^Iid^ als gemeinfd^aftlic^c 

©renge ben gegebenen Duaber, beffen S^i^cilt V fid^ fomit ebenfalls ofö 

baS ^robult feiner brci aneinanber fto^enben Äanten a, b, c bar« 

ftettt. 5Da^cr 

SSoIumen V = a . b . c 

= a . h (®runbfläd^e mal §öl^e) 

menn bie f^läd^en ber oon ben ©runblanten a unb b gebilbeten Stecht« 
ed(e als ©runbpd^en G unb il^r älbftanb c als ^ö^e h beS Duaberg 
begeid^net mirb. 

» 

®ie ©efamtoberfläd^e eines DuaberS, auS brei 
ipaaren fongruenter SRed^tedEe befte^enb, ift 

= 2(bc + ca + ab) 

2)ie 3)iagonale d, meldte irgenb groei (Segeneien 
Dcrbinbet, ftel^t mit ben Äanten in ber Segiel^ung 



ober 



= (DC2 + DB«) + AB 



m- 197. 




ji 


^\\ y^ 


; \ 




1 V 

i \ 




1 \ 


■ ■-•■■•"•-V 

y^ 



J) 



d^ := a' + b» + c« 

©a^: 3)ie oier diagonalen eines DuaberS ftnb gleid^ unb l^alBieren M 
im felben $unlt, bem ©d^merpuntt beS DuaberS. 
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per :^öirfet. 



439. SBBerbcn btc Äantcn a = b 

2BürfcI, bcjfen 

Slauminl^ttlt V 

Dberfläd^c 

diagonale d 
aus d2=:3a^ 



c, fo gcl^t bcr Duabet übet in einen 

a« 
6a^ 
l/3". a 



Seifpiele. 

440. 1. Säeifpiel: 3lug einem red^tedigen @tüc{ $appbe(fel mit ben @eiten 
acm unb 2 a cm foS eine @d^ad^tel ol^ne ^ecfel mit möglid^fi großem Ignl^alt 
angefertigt roetben. 

2)ie ©eite beS QuabratS, bag an ben @(Ien abfällt, betrage x cm, bann 
ift baS SSoIumen be§ DuaberS 

V = X (a — 2 x) (2a — 2x) = 2 X (a — 2 x) (a — x) 
fomit 

X (a — 2 x) (a — x) = max 

bal^er, nad^ äuflöfung ber Älammem, bie Sebingungen 

a^x — 3ax^ -i 2x^ > a.' (x + a) — 3a(x + a)' + 2 (x + a)» 

unb 

> a^x — c^) — 3a (x — «)* + 2 (x — of)» 



Sie erfte Ungleid^ung giebt entmid^elt 
a*x — 3ax« + 2x»>a2x + B.^a — Sa,x^ 



Q&ax -}- 2x* -f~ ^ccx' 



ober 
unb 
ba^er 



6x* — 6 ax -(- a* 
TDorauS 



0> + c^(a« — 6ax + öx^) 
0> — a(a2 — 6ax + öx'') 

z 



giQ. 198- 



1 



1/3 



^ — 2^ 6 



a 



= 0,5 a — 0,288 a = 0,212 a cm 

©eometrif d^ : 3^^«^ über AB = a ba8 gleid^feitige 
S)reie(f AEB unb fd^neibe -g- ber §öl^e EF beSfelben auf 
AF, Don F auä, ab. 



441. 2. Seif piel: SBie tief taud^t ein ßiSblodt t)om fpejififd^en ©eroid^t s< 1, 
ber bie ©eftalt eines DuaberS mit ben Kanten a, b, c l^at, in SKeermaffer com 
fpejififd^en ©emid^t s' > 1 ein? 
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^ie lux 06erf[äd^e beS 3Saffer3 fenlred^te Rante a dm taud^e x dm tief 
ein, fo ift ba§ 

SBoIutncn bcS SlodtS = abc cdm; fein (Scroid^t = abc . s kg 
Solumcn bcS ocrbrängten SSSafferS = bcx cdm; fein ©eroid^t = bcx . s' kg 

fomit nad^ bem Slrd^imebif d^en ®efe^: 

bcs' . X = abc . s 

vooxan^ 

s , 10 s 

X = — r . a dm = — , — . a cm 
s s 

442. 3. Seifpiel: 2ßie vtx^alUn fid^ bie 9tauminl^alte äl^nlid^er Duaber? 
äle^nlid^e Duaber l^aben proportionale Jlanten unb diagonalen, fomit 

a b c d 

unb bälget 



a' b' c' d' 








Duaber I abc abc 


a 


a 


a 


Duaber II a'b'c' a' b' c' 


1 

a' 


1 1 

a' 


a' 


a« b« c=^ 
a'3 V^ c'' 


d» 
d'» 







b. f). bie SRauminl^alte äl^nüd^er Duaber oerl^alten fid^ wie bie Äuben il^rer ©iago« 
nalen ober il^rer entfpred^enben jtanten. 

443. 4. Seifpiel: ©inen SEBürfel oon ber Äante a in einen Duaber ju 
oenoanbeln, beffen ©eiten fid^ wie m : n : p oerl^alten. 

3)ie Äanten beS Duaberä feien x, y, z unb l^aben biefette Senennung 

wie a, fo ift 

X . y . z = a' 1) 

x:y:z = m:n:p 2) 

fomit, romn l ber $roportionalitätsfaltor, ftatt 2) bie ©leid^ungen: 
x = A.m y=:A.n x = A.p 

®iefe SBerte in 1) eingefe^t, folgt 

Im . In . Ap = a' morauS X = - 3. = 

V m . n . p 

unb fomit 

_ m _ n p 

jl — ^ Q r-— - • ä y ^— uy • a z — Q^ — - — " • a 

\/mnp l/mnp i/mnp 

444. 5. Seifpiel: 2luS ber S)iagonaIc d eines SBürfefö feine Äante, feine 
Dberfläd^e unb feinen SRauminl^alt ju bered^nen. 

3ft X bie Äante beS SßJürfefö, fo folgt 

\/S . X = d 
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ttioraud 



unb bal^er 



unb 



X = . = \ A 

V/3^ 3 -^ 

6x^ = = 6.-|-d2 =2(i* 

x» = V = ^.l:^d = l^d3 

3 3 9 

445. 6. »cifpicl: ®ic 2)clifd^c aufgäbe. 

©ic l^anbclt baDon, gcomctrifd^bic Äante eines SBürfefö ju jeid^nen, bcffen 
atauminl^alt bag doppelte, aBgemein ba§ m*fad^e eines gegebenen SBürfete ift, 
unb ^at i^ten 9?amen baoon, ba^ jroifd^en $piato unb ben 2)eliem ein aJleinungS» 
auStaufd^ hierüber entftonben fein foK. ©ie ift bie eine ber brei berül^mten Ilaf jt- 
fd^en aufgaben ber 3Katl^ematiIer beS ältctlunxS: bie SKultipIifation beS SÖSürfete, 
bie 2)reiteilung beS aSSiitfefe unb bie Duabtatur beS ÄreifeS. 

3ft a bie Äante beS gegebenen SBürfelä, x biejenige beS gefud^ten, fo 

foH fein 

x^ = m . a* 

©e^t man, ba eS fid^ um bas ^txiyatw, t)on ©treden ^anbelt, m gleid^ 
bem aScr^ältniS jroeier ©tredten, Don benen bie eine ber Sinfad^l^eit falber 

gleid^ a genommen wirb, alfo m = — , im gatt ber SBerboppelung m = = 2, 

fo folgt V • 

x' == a'b ober = 

a X 

Segeid^net man biefe britte begro. oierte proportionale mit y unb fd^reibt 

^ — T. 
b 
ober 



a X 

X " y 


unb 


a 

X 


a 

X 


X 

y 


y . 

b 


x' — ay 


unb 


y^ 



ober 

bx 

fo geigt jtd^ bie 3lufgabe jurüdfgefül^rt auf bie S^i^i^^wö ä^eier mittleren Jßro» 
portionalen x unb y gu groei belannten ©treäen a unb b. S)ie mobeme SRatJ^e* 
matil l^at bemiefen, ba^ eine geometrifd^e Söfung mit bloßer 3u^ilfc»ittl^ttte oon 
Sineal unb ^xAA unmöglid^ ift, meil ber bie gefud^te ©tretfe V/ m . a beftimmenbe 
Soeffigient ^m algebraifd^ nid^t ate rationale ^unftion einer enblid^en ängal^I 
oon Quabratmurgelga^len bargefteUt merben lann. ^aS A^x\, mad^te bie fd^ein^ 
bar fo einfädle Slufgabe ber SBürfefoerboppelung fd^on bei ben gricd^ifd^en 
3Kat^ematiIem beS SlltertumS berül^mt, ba^ "^vAd unb Sineal gu i^rer Se-- 
n)ältigung nid^t auSgureid^en fd^ienen unb aQe betannten Söfungen l^öl^ere $ilfs« 
mittel benü^ten, inäbefonbere A^x[^ Äuroen, bie fid^ oon (Seraben unb Äreifen 
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unterf d^ieben , }. 93. bie Jtegelfd^nitte. ^ent Sl^aralter bet älufgabe al3 einer 
„lörperlici^en" entfpred^cnb, ftrcbte man nor aUeni nad^ ftereontetrifd^en Söfungen, 
unb fo rouxhz bie 9(ufgabe ber SBütfeloerboppelung gerabeju bie SSeranlaffung, 
ba^ ÜJtenöd^mug bie röuntlici^e 2)arftel[ung ber von planintetrifci^en Setrad^tungen 
^er bereits belannten jtegelfd^nitte auffanb unb fo ber @ntbed(er ber ^llegelfd^nitte'' 
im eigentlid^en @inn be3 3Borted mürbe. 

1. Söfung bed ärd^ptad mittels 5treigq^Unber unb Jtreiglegel. ^üx^r^ta^ 
von 2^arcnt, 430—365 v, 6l^r., Staatsmann unb gelb^err, befreunbct mit $Iaton. 

Sefd^reibe über A B = b, ber größeren ber beiben ©tredten, ben $albfreis, 
lege bie Heinere ©tredte AC = a als ©el^ne in benfelben unb fäBe OE j_ AB. 
Setrad^tet man ben ^alblreis als ^origontalfpur eines ^ur @bene beS Rapiers 
fenlred^ten ß^IinberS unb A C als ©rgeugenbe beS burd^ ©rel^ung beS red^troinlligen 

3)reiedES AEC um bie Äatl^ete AE entfteJ^en- 
ben JlegelS, fteQt man fobann ben ^albfrei^ 
burd^ 3)rel^ung um AB üertifal unb brel^t i§n 
um bie in feiner ®bene üegenbe, il§n berü^rcnbe 
(S^Knbermantellinie A, fo giebt eS eine ganj 
befkimmte ©tettung AD biefeS 35ertiIalIreifeS, 
bei meld^er bie ^antellinie beS UmbreJ^ungg- 
legeis burd^ ben @nbpunlt ber oom SSertilallreig 
aus bem Splinbermantel auSgefd^nittenen ÜRantel^ 
Knie X gel^t. Älappt man ben 33ertilallrei8 
um AD in bie ßbene beS $ßapierS, fo ftettt bie 
ju AD fenlred^te §albfel^ne XY bie auSge^ 
fd^nittene (S^linbermantellinie bar; gie^t man ZU J_ AD bis jum ©d^nitt mit 
AY, fo ift AU = AC bie ßrgeugenbe beS Tegels unb <^AUX = 90^ ba 
ber OrunbfreiS beS JtegelS jugleid^ ein ÄleinfreiS ber burd^ S)rel^ung beS ^alB- 
freifeS AGB um AB als ©urd^meffer erjeugten Äugel ift unb U fomit als ein 
^Punlt beS ©d^nittfreifeS AUX ber SSertilalfreiSebcne AD mit jener Sugelflac^e 
betrachtet werben lann, bal^er 






AU 


AX AY 


a X 


y 

b 




AX ~ 


AY AD 


ober — — — — 
X y 


morauS 




X» — a^b 


unb y^ ab* 




für b — 2a 











x» = 2a' unb y3 = 4a^ 

b. 1^. AX ift bie Äante eines SBBürfelS, ber ben boppelten, unb A Y biejenige eines 
fold^en, ber ben oierfad^en SHauminl^alt eines gegebenen SBürfelS oon ber Äante a l^at. 

2. Söfung beS ^enäc^muS mittels Hegelfd^nitten. 

aJlenäd^muS gmif d^en 400 unb 300 o. gl^r., ©d^üler beS ©ubojaS »on 
ÄniboS. Se^terer, 408—355 v. 6l^r., ift ©d^üler beS Slrd^^taS unb beS ^laton, 
befannt als ©eometer, äftronom, Slrgt unb ©taatSmann. 
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Sefd^rcibe um bic ?Punftc einet ©eraben afö XsStd^fe Äreife, bie fämtlid^ 
burd^ einen feften ?Punft bicfer ©eraben ge^en unb biefelBe je in einem jroeiten 
5PunIt treffen. 2^rage von festerem au8 bie ©ttedfe b gegen l^in ab unb er- 
rid^te im ©nbpunit nad^ beiben Seiten baS Sot auf ber 3lc|fe, baS ben betreffen« 



-X- 




-ji 



ben Kreis in ijmei 5PunIten P unb P' trifft. Setrad^tet man bie Entfernung be^ 

Sotg t)on O als x, baä 2ot felbft als ± y , fo gilt für jeben berart beftimmten 

^unft P bic Sejiel^ung 

y^ = bx 1) 

©ämtlid^e aufeinanberfolgenbe ^ßunfte P ftetig t)erbunben bilben eine 5ßa« 
rabel, bie gum ©d^eitel f|at (ogl. 338). gül^rt man biefelbe 3^^«ung für bie 
fünfte ber in auf ber X^Sld^fe fenfred^ten ©d^eiteltangente afö Y«Sld^fe burd^, 
nur bafe nunmel^r t)om jeroeiligen jroeiten ©d^nittpunlt ber Äreife unb ber Sld^fe 
bie ©tredfe a gegen l^in abfiutragen ift, fo erl^ält man bie 5ßun!te Q unb Q' 
einer gmeiten ^arabel, meldte bie X*2ld^fe jur ©d^eiteltangente ^at. ®ie Sld^fen» 
abftanbe y unb ± x ber 5punlte biefer 5ßarabel genügen ber 93ebingung 

x^ = ay 2) 

®ie 3ld^fenabftänbe x unb y ber ©d^nittpunlte beiber Parabeln finb bal^er 
biejenigen ©tredfen, meldte beiben 35ebingungen 1) unb 2) jugleid^ genügen, unb 
finb fomit bie gefud^ten mittleren ^Proportionalen. 

2)ie SSejiel^ungen 1) unb 2), bie groifd^en ben beiben äld^fenabftänben x 
unb y atter 5ßunlte ber bejüglid^en Parabeln gelten, l^ei^en bic „®lcid^ungen ber 
?ßorabcln". 

3. Söfung burd^ ^öl^ere Kuroen. 

©d^neibe auf ber einen oon gmei fenfred^ten ©craben, ber Z^aid^fc, bie 
©tredfe OA = a ai; mäl^le auf ber anberen, ber XsSld^fc, bie ©tredfe OU = x 
beliebig, bann beftimmt U V J_ AU auf ber Z'-Sld^fe bie ©tredfe OV = y fo, ba^ 
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x' = ay 1) 

unb VW ± UV bcftimmt auf bct X^äd^fc bic ©trccfe W = z, fo bafe 

y^ = xz 2) 

Stelle im SKbftanb OW bie Sßarattclc jur X^äd^fe bis ^nm ©d^nitt mit 
t>tx 5ßatattclcn butd^ U gut ZsSld^fc in einem 5ßunfte P, fo entfielet burd^ ftetige 

SBerbinbung allet nad^ biefem Setfal^rcn für 
bie ©erfd^icbenftcn SBBerte t)on x beftimmten 
5ßunlte P eine mit groei SKeften inS Unenblid^c 
fid^ erftredfenbe Äurpe, meldte SBenbepunftS^ 
ptttabel l^ei^t, ba fie fid^ im 5PunIt 0, bic 
Zsäd^f e afe „ffienbetangente" bcrül^renb, nad^ bet 
anbeten ©eite berfelben roenbet, inbem fxe babei 
von lonoej in lonfat) übergel^t. Die, nad^ 6Iimi= 
nation ©on y au§ ber fortfaufenben Proportion 




a 



X 



3) 



rote 1) unb 2) ftd^ aud^ barftellen, jmifd^cn x 
unb z erhaltene SSe^ie^ung 

4) 



a^z 



gig. 202. 




l^ei^t bie ,,®Ieid^ung ber SBenbeparabel" , benn bie Sld^fenabftänbe cineg jebcn 
$un!tS ber Äuroe genügen biefer Sebingung. 2)a ber bem Sibftanb z = m . a 
irgenb eines ^unfts biefer Äurt)e jugel^örige anbere Slbftanb x, als SBürfeßantc 
genommen, einen SBürfel liefert, beffen SRauminl^alt 

x^ = a* . ma = m . a* 

ift, fo folgt: 

^ig. 201: ®ie SBenbeparabel x' 
= a^z l^at bie ®igenfd^aft, ba^ bic 316- 
ftänbe il^rer ?ßunfte »on ber äSenbe^ 
tangente bie Kanten aller SBürfel bor^ 
fteffen, bercn SRauminl^alt ein belieBig 
Sielfad^eS beSjenigen eineS SBürfefö »on 
ber Jtante a beträgt. 

©Kminiert man x ftatt y au§ 3), 

©amtliche ^ßunfte Q, beren Sl#n^ 

abftänbe y unb z biefer Sebingung ge« 

nügen, bilben eine ftetc Sinie, bic 

5ReiIf^e ^ßarabel ^eiBt(gig.202). Sic 

l^at im SluHpunft einen Mdflel^rpunft, erftretft fid^, ba bie redete ©eite Don 5) ftets 

pofitio ift, y alfo nie negatio werben fann, in ber SRid^tung ber + Y«Sld^fe tnS 



<^ 



--. c m; 
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Uncnblid^e unb tft gu bicfct fpmmctrifc^, bcnn gu jcbem SBBcrt Don y gel^örcn jtoci 
gleid^gro^e, aber entgcgcngcfc^t gerid^tetc Sfficrtc von z. ©ic bicnt roic btc SBBcnbc« 
parabcl gut Ermittelung bcr gefud^tcn aBürfcIIantcn, bcnn für z = l^m . a folgt 



y"* = a . ma 



ma 



g. 93. für z = OC = OB = 1/ 2 . a ift baä sugcl^örigc y = CD btc Äante 
bcS SBürf elä Dont boppeltcn Slauminl^alt 2 a ^ 

SBcnbeparabel unb 9icilfd^c 5ßarabel löfen bie ©difd^c Slufgabc attgemein, 
Slrd^ptaö unb SRenäd^muS nur bcn befonbcrcn gaff. 

Slnbere Söfungen ficl^c ©utofiuS' Äommcntar pi Slrd^intcbeS (SluSgabe 
§eiIBcrg). 

Prisma nnb (äi^finber. 

^exabes ober fenixed^ies ^axattetfta^. 

446. Stt^ei beliebige 5ßaare 5paraEcIebenen begrcnjien mit einem britten 
^aax, baS ju ben parallelen ©d^nittgerabcn erfterer fenlred^t fielet unb bal^er bie 
©runbpd^en barftetten möge, ein fenfred^teä ober gerabeä 5parallelflad^ (^araHel« 
cpipebon). („®erabe" im ©egenfa^ gu fd^ief, 
wenn bie ©eitenlanten f^n ben Orunbfläd^en 
nid^t mel^r fenfred^t fielen.) SBerroanbcIt man 
bie (Srunbfläd^e, 5ßaratteIogramm AB CD, in 
baS fläd^engleid^e Sled^tedt ABEF oon gleid^er 
©runbfeitc unb gleid^er $ö^e unb enid^tet über 
biefem ben Duaber, beffen ©eitenlanten benen 
be§ ^ßaraUclflad^ä gleid^ finb, fo folgt a\x^ ber 
Oleid^^eit entfpred^cnber Äanten unb SBinlel 

5ßrigma ADFA'D'F ^ 5ßri§ma BCEB'C'E' 

unb, wenn erftereS oom ^ßaraHelflad^ abgefd^nitten, le^tereS if)m l&injugefügt mirb, 
ba^ baä ^arattelflad^ raumgleid^ ift bem Duaber. 2)a ber Snl^alt beS le^teren 
nur von ben (Srunbfläd^en unb beren Slbftanb, ber burd^ bie ©eitenfanten bar* 
geftcBten §ö{)e, abfängt unb beibe Äörpcr biefe ©rö^en entfpred^enb gleid^ l^aben, 
fo folgt, bafe baS SSoIumen beS gerabcn ^ParaHelflad^S 

V = G . h = ©runbfläd^e x §ö^e. 




^xeifeitiqes gerabes ^xisma. 

447. Sebe S)iagonalebene teilt baä gerabe ^araHelflad^ in graei fongruente 
brcifeitige gerabe ^priämen. ®er SWauminl^alt eines fold^en ift ba^er bie §älfte 
beäienigen beä ^ßarattelflad^g. Sft fomit G bie gläd^e eineg ©runbbreiedfg beä 



@auerbe(f, ©tcrcometric. 



15 
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?ßri8maä unb h bie ©eitenfante ober ^öl^e, fo folgt, ba| baS SBoIumcn bes brci* 
feitigen getaben $ridmad 

V = -^.(2G.2h) = a.h 

= ©runbfläd^e x §ö^c. 

^erabes n-feifiges ^xiswa. 

448. Segt man burd^ je graei aufeinanbetfolgenbe parallelen einer au§ 
n parallelen beftel^enben ©d^ar eine @bene unb fd^lie^t ben in ber Siid^tung ber 
parallelen nod^ offenen 9taum burd^ ^roti parallele ©runbebenen, fo entfielet bad 
nsfeitige 5Pri8ma, baä „gerabe ober fenf redete", wenn bie parattelen ©eitenlantcn 
ju ben ©runbebenen fenfred^t, baS „fd^iefc", wznn fie gegen biefelBen geneigt ftnb. 
^ie Umgrenjung n)irb gebilbet t)on n 9ied^ted(en bejn). Parallelogrammen a($ 
©eitenfläd^en unb jroei fongruenten nsßdfen ate ©runbpd^en. ©inb bie ©runb« 
pd^en regelmäßige 33ieledfe, fo l^eißen aud^ bie ^riSmen regelmäßig. 

2)urd^ S)iagonale6enen, meldte burd^ eine ©eitenfante gelegt finb, wirb ba§ 
gerabe n»feitige ^riSma in (n — 2) gerabe breifeitige ?Priömen jerlegt, roeld^e 
jene ©eitenlante h j;ur §i)l^e unb bie (n — 2) Seilbreiedfe Gi, G2, G3 . . . Gn-2 
ber ©runbfläd^e G jur ©runbfläd^e l^aben. S)al^er ift bad SBolumen beg geraben 
nsfeitigen ^PriSmaS 

V = Gh . h + G2 . h + . . . + Gn-2 . h = (G2 + G2 + . . . + G„ - 2) h 
= G . h = ©runbpd^e x §ö^e. 

§tftinhex. 

449. 3P We ©runbfläd^e beg geraben 5PriSma8 ein SBieledf mit unenblic^ 
t)ielen, unenblid^ f leinen ©eiten, fo mirb baä ^Prigma jum fenlred^ten ß^linber, 
beffen SBolumen fomit ebenfalls ift: 

V = G . h = ©runbfläd^e x §öl^e. 

450. hieraus folgt allgemein: ©erabe ^PriSmen bejm. ß^linber mit gleicher 
©runbfläd^e unb gleid^er §ö^e ftnb raumgleid^. 

^eraber ^^reisc^tittbet. 

451. ©runbfläd^e ein Äreiä oom ^albmeffer r, bal^cr, menn h bie §ö§e, 
äSolumen bed fenlred^ten Areigc^linberd 

S)ie 3Kantelfläd^e M beS geraben Äreiäc^linberä widelt fid^ ab ate ein 
SRed^tetf, beffen eine ©eite bie SDlantelUnie ober $öl)e h, beffen anbere Seite ber 
Umfang 2;rr beä ©runbireifes ift (oergl. 250), fomit 

M = 2 ;r r . h 

unb bal^er bie ©efamtoberfläd^e 

= 2;rr.h-|-2;rr2 
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451a. Ucber ben SDlantel beö fd^tcfcn ÄrciSct)linbcr§ ficl^c 251a: 

2)ie 3)tantclfläcf)e beö fd^iefcn Äreigct|Knber§ ift baS ^robuft au§ ^Kantcl-- 
Knie unb Umfang bcö Cucrfd^nittS. 

UeBcr ben Slauminl^alt ftcl^c 457. 

Scifpiclc. 

452. 1. Seifpiel: ©in cpKnbrifd^cr Saumftamm fd^rotmmt mit ^ori^ 

5 

gontafer Slrfifc im SBaffcr, bag -^ feiner 3KanteIfIäd^e bene^t. 9Bie gro^ ift ba§ 
fpejififd^e ©eroid^t be§ §oIj\eS? 

95enlt man fid^ ben c^Knbrifci[)en Saumftamm, ber ben §albmeffer r unb bie 

Sänge h l^aben möge, x>on ber erweiterten DBerfläd^e beS SBafferö burd^fd^nitten, fo 

roirb eine SBaffermenge t)om 33oIumen beSjenigen ßptinberftüdfg t)erbrängt, baö ben 

größeren gur Se^ne r gehörigen 3lbfd^nitt beä Duerfd^nittö jur ©runbfläd^e l^at. 

5 

3)iefer Äreiäabfd^nitt fe^t fid^ jufammen au^ einem ©eltor, ber -^ beS ganjen 

®runbfreife§ auäfd^neibet, unb einem gleid^feitigen 35reierf mit ber Seite r. S)al^er 
ift nacf) bem 2lrc^imebifd^en ®efe| über baä ©d)n)immen ber Äörper, wenn s bie 
gcfud^te ©id^te begeid^net: 

— = (e - + -^ '■) ' 

moraug _ 

s = -^ + ^ = 0,833 . . . + 0,135 

O * 4:7t 

= 0,968 (Sud^c) 

453. 2. Seifpiel: SEBie grofe ift baä ©eroid^t eineö 3Kü^Iftein§ auS ©anb^ 
ftein t)om fpejififd^en ©emid^t s, roenn bie jur Slufnal^me ber SBette beftimmte 
lid^tc SBeite 2 r cm , ber 35urd^meff er beS Umf angS 2 R cm unb bie 2)idfe h cm 
beträgt? 

3)a§ 3SoIumen be§ 3)tül^[fteinS ftettt fid^ bar alö bie 35ifferenj jroeier 
(Splinber mit ben ^albmeffern E unb r unb ber gemeinfd^aftlid£)en §öl^e h, bal^er 

V = TtR^ . h — Ttv^ . li ccm 

fomit 

©eroid^t P = V . s = ;rs (R- — r^) h g 
ober 

für bie Sered^nung ^n fd^reiben 

454. 3. Seifpiel: 3lu§ einem cplinbrifd;en Saumftamm ben Salfen von 
größter 3^ragfä]§igfeit ju fägen. 
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35cr Saifcn l^at bic ©cftalt eincä CuabcrS von bcr Sänöc bcS ©tamntä. 
@8 l^anbclt fid^ bälget nur um bte Scftimmung bcä Duerfd^nittä , eincä bem 
©runbfrciS bcS Stammes t)om ^albmeffcr R cinbcfd^ricbcncn Sled^tccfS. 9{un ift 
bic S^ragfäl^tgleit ober SiegungSfeftigleit T bireft proportional ber Sreite x unb 
bem Ouabrat ber 2)icfe y beä Qucrfd^nittä, alfo 

T = k.xy^ 

mobei k ein Don ber 9latur be§ Stoffs abl^ängiger Äoeffijient ift. Somit 

xy' = max mit ber 33ebingung x^ + y* = ^r* 
bal^er 

X (4r^ — x^) = max 
unb fomit 

4r«x — X« > 4r2 (x ± tt) — (x ± ccY 

wenn bie beiben Sebingungäungleid^ungen vereinigt gefd^rieben werben. 3)ie 

@ntn)ic!elung ber erften giebt 

4r'x — x' > 4r*x + 4r^c« — x' — 3x*cf 

ober 

0>±cz(4r^ — 3x*) 
fomit 

4r^ — 3x^ = 

4 _ 



m- 204. 




x^ = "3 r- 



ober 



2r : X = X 



2r 



2^ei(e ben ©urd^meffer in brei gleid^e 2^ei(e, errid^te in ben 3^eilpunftcn 
nad^ entgegengefe^ten Seiten Sote bis jum Sd^nitt mit bem ÄreiSumfang unb 
»erbinbe biefe S^ntttpunfte mit ben ®nbpunften beS 95urc^mefferS. 



455, 4. Seifpiel: SBBie mären bie ©rö^enoerl^ältniffe c^Iinbrifd^er SRünjcn 
ju mäl^Ien, bamit biefelben möglid^ft wenig abgenü^t mürben? 

3Kit anberen Slöorten: ©efud^t §albmeffer x unb §öl^e y eines ßplinbcrs 
oom (Semid^t p ®ramm, beffen Dberfläd^e ein 9Jlinimum ift, alfo 

2;rxy -}- 2;rx^ = min 

mobei, wtnn s baS fpegififc^e ®emid;t ber 3Ktinje 



;rx^y . s = p 



Se|t man -^ = k, fo folgt 



ober 



n y^ + x^j = min 



— -\- x^ = min 
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unb bälget 

— f- x^ < — T — h (x ± ccy 

fomit 

k (x + a) + xMx + f^X kx + X (x + ay 

kx + kcz + x^ + «X« < kx + X* + 3cfx» 
unb bal^cr 

0<±^(2x^ — k) 
fomit 

2x» — k = 



»/TT 3 



7 k 7 



2;rs 



cm 



^ = ^VT = ^^Tt 



cm 



s 

fomit 

2x = y 

b. ^. bie SKünjc l^at bic ©cftalt eincä quabratifd^cn 6^Iinber§. 

456. ©a| bcä (Saoalieri*): 3w)ei Äörpcr finb raumgleid^, mcnn fic gu 
einer @bene in eine fold^e Sage gebrad^t werben lönnen, bajj fie t)on jeber 
Beliebigen 5ßaraffelebene nad^ glei(^en ©urd^fd^nittäfläd^en gefd^nitten werben. 

Seroeis : 3!)a gemö^ 3Soraugfe^ung bie ®edffläd^en beiber auf einer ge^ 
meinfamen ©runbebene rul^enben Körper in einer ju biefer ©runbebene parallelen 
ßbene liegen muffen, fo l^aben beibe Äörper biefelbe §öl^e h. 2^eilt man biefe 
in i; gleid^e Steile, legt burd^ bie 2^eitpunlte ^ßaraHelfd^nitte jur (Srunbebene unb 
errid)tet über biefen ©d^nittfläd^en gerabe ^ßriämen bejro. ßplinber t)on ber 

•L 

§öl^e — , fo finb je gmei entfpred^enbe ^riSmen ober ßplinber beiber Äörper 

raumgleid^, ba fie gleid^e ©runbfläd^en unb gleid^e §öl^en l^aben, Sä^t man bie 
2ln}a^I ber Steile unenblid^ gro^ werben, fo werben bie ^Prismen* bejw. ß^Iinber^ 
l^ö^en felbft unenblid^ Mein unb jebe ber ^riämens bejw. ßplinberfummen gel^t 
fd^Iie^Iid() in ben i^r jugel^örigen Äörper alä ©renje über. 2)al^er finb aud^ bie 
gegebenen Äörper felbft raumgleid). 

457. Folgerungen auä bem ©a| beä ßaoalieri; 

1. S)a§ 3Solumen eines fd^iefen ^riSmaS ift gleid^ bemjenigen eines fenlred^ten 
oon gleid^er ©runbfläd^e unb gleid&er ^öf)t, benn alle ^arallelfd^nitte jur 
©runbfläd^e finb !ongruent. §ierauS folgt allgemein für baS SSolumen 
jebeS beliebigen 5PriSmaS 

2. beliebige ^riSmen oon gleid^er ©runbfläd^e unb gleid^er §öl§e finb raum= 
gleid^. 



*) granjeäco Gaoalieri, ^rofeffor ber 3Jlatl^ematif ju S3ologna, geftorben 1647. 
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3. 35ie SRaumittl^attc beliebiger ^riSmen üerl^alten fid^ roie bie ^ßrobufte an^ 
GJruttbfläd^e unb §öl^e 



V G.h 



ift h = h\ fo folgt 



ift G = &, fo folgt 



V G' 


. h' 


V G 

V G' 




V h 




V h' 





b. f). $ßriSmen mit gleid^er §öl^e oerl^alten fi6) wie i^re ©runbfläd^en, fold^e 
mit gleid^er ©runbpäd^e mie il^re §ö^cn. 

4. Sinb bie ^priämen äl^nlid^, b. f). fämtlid^e entfpred^enben SBinfel gleid^ unb 
entfpred^enbe Äanten proportional, bann ift, wenn a unb a', u unb u' jjroci 
entfpred^enbe (Srunb^ begro. 6eiten!anten finb: 



unb 



bal^er 



a 


u n 


a' 


u' h' 


G 
G' 


a' h' 
a" h'" 


V 
V 


G.h G 
G' . h' G' 




h« a» 



h' ~" h'^ • h' 



h" a 



'3 



b. f). bie SBolumina äJ^nlid^er ?ßriSmen oerl^alten fid^ mie bie Rnbtn entfpred^en« 
ber Äanten ober §öl^en, allgemein mie bie Äuben entfpred^enber ©trccfen. 

5. ©iefelben ©ä$e gelten für bie ßplinber. 

6. ©d^rumpfen bie 3)eifläd^en ju fünften jufammen, fo gelten bie 5ßriömen 
in ^^ramiben über. ®emä^ 43 a) oerl^alten ftd^ bie gldd^en porallcler 
©d^nitte einer ^ßpramibe mie bie Duabrate entfpred^enber abgefd^nittcner 
©eitenlanten unb fomit aud^ mie bie Quabrate ber $öl^en ber abgefd^nittenen 
^P^ramiben. Segt man bal^er im Slbftanb x oon ber gemeinfamen ©runb« 
^hznt jroeier ^ß^ramiben eine ju biefer parallele (Sbene, meldte bie ^Ppramiben 
nad) ben SSieleien F oo G unb Y c^ G' fd^neibet, fo ift 

F Qi — xy ^ r (h' — x)« 

— unb -^ 



G " h* **"" G' "" h'^ 

ift fomit G = G' unb h = h', womit au^ h — x = h' — x, fo folgt 

F = F' 
bal^er nad^ ßaoalieri: 

©a^: 5ß9ramiben oon gleid[ier (Srunbfläd^e unb gleid^cr §öl^e fmb 
raumgleid^. 

7. ®ief elben ©ä^e über ©d^nittfläd^en unb Slauminl^alte gelten für beliebige fiegel. 
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^reifeitige ^^mittibe {%etxaebex). 

458. ©d^ncibct man von einem beliebigen breifeitigen ^PriSrna mittels 
einer burd; brei beliebige ©rfen gelegten (^btm (A' B C) bie breifeitige ^P^ramibe 
A' — ABC ai unb fpaltet bie übrig bleibenbe oier^ 

fettige ^pramibe A' — B B' C C burd[i ebene (C A' B) ^ig- 205. 

in jroei weitere breifeitige ^pramiben, fo ift nac^ bem ^/^^ 'PT^^ 

©a| über bie Staumgleid^l^eit öon ^ßpramiben (457 . 6) : / '\^\/<; / 

^ßpram. C — A' B' B ober ^ßpram. A' — B B' C / X/\ / 

= ^ßpram. A' — B C C / /^ h\/ 

unb ^Ppram. C — A' A B ^^L J.-^ 

= ^ßpram. C — A' A B ober ^^ram. A' — A B C ^\j>^ 
aber ^Ppram. C — A' B' B = ^Ppram. C — A' A B ^ 

b. 1^. ba§ 5Priäma befielet auö brei raumgleid^en ^ßpramiben; fomit ift inöbefonbere 
^ßpramibe A' — A B C = -|- 5ßriäma A B C A' B' C 

bal^er 

©a|: 35aS 35olumen ber breifeitigen 5|8pramibe ift ein drittel beSjenigen 
eines ^ßriSmaS t)on gleid^er ©runbfläd^e unb gleid^er §öi)t. 

n-feifige ^tfxamibe. 

459. S^xko^i man biefelbe mittels ©iagonalebenen inxi) eine Seitenfante in 
(n — 2) breifeitige ^ßpramiben, beren einzelne ©runbfläd^en G^, G-2 • • • G^n— 2 
fein mögen, fo ergiebt fid^ baS 3SoIumen V ber ganfjen ^pramibe gu 

V = -q" G| . h -|- -q- G2 . h 4" • • • H — ö~ Gn— 2 . h 

ober y = -ij- G . h 

bal^er 

©a^: 3)aS 35oIumen jeber beliebigen ^Ppramibe ift gleid^ bem britten 2^eil 
eines über ber ©runbfläd^e errid^teten 5PriSmaS t)on berfelben §i)l^e, alfo „ein 
2)rittel ©runbpc^e mal §ö^e". 

460. hieraus folgen biefelben ©ä^e über bie SSerl^ältniffe ber S^^ctlte 
von ^ßpramiben mie biejenigen für baS 5PriSma. 
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460a. Sie Oberfläd^e ber ^pramiben fe^t ftd^ jufammen au§ ben %läi)tn 
ber n Scitenbrciecfc unb bcS ©runbriclccfä. 6in allgemeiner 2luäbrucf l^ierfür läjt 
jtd^ bei ber SSerfc^iiebenartigfeit ber ^ßpramiben nid^t auffteHen. ^thtx %aU ift für 
fxd) ju bel^anbeln. 

^enixe^iet <ilreisfteget. 

461. SSBirb ba§ ®runbt)ielecf ber ^pramibe gum SreiS t)on §albmeffer r, 
fo ge^t bie ^pramibe in ben Äegel über, beffen 3tauntinl^alt bal^er ift : 

462. 2)ie ©ä|e über bie 93erl^ä(tnif[e t)on 3lauminl^a(ten bei Regeln finb 
biefelben wie biejenigen für bie ^pramibe. (Ss oerl^alten fid^ alfo bie Snl^olte 
V unb V jroeier beliebiger ÄreiSfegel 

mit berfelben ©runbfläci^e V : V = h : h' 

mit berfelben §5l^e Y:Y' = nT^: nr'' = T^:r'^ 

^tfxamibenflnmpf. 

463. ßine jur ©runbfläc^e G im Slbftanb h parattele Schnittfläche G' 
teilt bie ^ßpramibe in einen ^p^ramibenftumpf unb beffen (SrgänjungSppramibe. 
2)er ^^ramibenftumpf lä^t fid^ ba^er auä G o^ G' unb §öl^e h als Unterfc^ieb 
ber gangen ^ßpramibe unb ber ßrgänjungSppramibe , beren bejüglid^e §öl^cn 
X unb y fein mögen, mie folgt bere(^nen: SSolumen V beS ^ß^ramibenftumpfö 

Y = ^Q.x—-^Gt.Y 1) 

wobei X unb y in ben gegebenen Stürfen beftimmt finb burd^ bie beiben 9e- 

bingungen 

x-y = h 2) 

X* G 

~~2 = 'nT (oergl. 457. 6) 3) 

a«. 8) folgt \ ^_ 



y i/G' 

unb fomit _ 

X \^G ^ l/G ^ 

= . ■ -— woraus X = —7= 7= • h 

X — y l/G — l/G' l/G — l/G' 

y _ l/G _ y& _ ^ 

X — y l/G — l/G' " ^ l/G — l/G'* 

®iefe SBerte in 1) eingefe^t, folgt 

^_J^ Gl/G — G'l/G^ 

"~ 3 • l/G— l/G' 
Se^t man 

l/G==u, l/G^=v alfo G=a%G' = v^ 
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fo tft 

= u^ + UV + v^ = G + l/GG' + G' 



G l/G — G' l/G' u« — V 



1/ G — l/G' 11 — V 

bal^cr 1 1 1 

V = -3- Gh +-3- l/GG' . h +-3- G' . h 

G + l/GG~+ G- , 
¥ — 3 .n 

b. 1^. bct 5Pt|ramibenftumpf ift raumglcid^ brei ebcnfo l^oJ^en ^ß^rantibcn, jtüei 
bcrfctbcn über bcn Orunbfläd^cn bcö Stumpfs fclbft, bic brittc über bem geo-^ 
metrifd^en 9)littel berfelben errid^tet. 

464. Sinb G unb G' Äreife mit ben §aI6meffern r unb r\ fo gel^t ber 
^^ramibenftumpf über in einen Äegelftumpf, beffen 3Solumen fomit beträgt 

__ ;rr^ + ;rrr' + ;;rr'* _ 

V = 3 .h 

ober n 

V = -|-(r^ + rp' + r'2)h 

465. 3!)ie Slbleitung biefe§ 2tuäbrudä nad^ bemfelben 3Serfal^ren mie beim 
^pramibenftumpf ergiebt 

V = -ö- :rr^ . x — -0- ^r'^ . y 

unb jur 33eftimmung t)on x unb y bie beiben Sebingungen 

X — y = h 



morauä 

r r' 

X = r . H unb y = r . li 

r — r '^ r — r 

unb baf)er 

__ >^h r^ — r'^ 
^ "" ~3~ • r — r' 

3erlege ben 3luöbrudf in feine Soften, wie lautet bann baä ©rgebnis \xi 
Sffiorten? 

466. 3)er 2Kantc( be§ fenfred^ten ^reiälegefö, in ber Slbroidfelung ein Äreiö^ 
auSfd^nitt, beffen Sogen, befd^rieben mit ber ^egelmantellinie s a[§ ^albmeffer^. 
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bie Sänge 2 7it beä Umfangä bcS ©runbireifeä bcS Äegelä f)at, ift noc^ 

frül^crcm (315) 

M = ;rr8 = nr \/r^ + h^ 

467. 3!)ie Scjicl^ung gtüifd^cn bcm er|\cugcnben SBinfcl (p beä Äcgefe unb 
bem aSinfcI « bcr 2lbn)idclung fcineS SJlantcIä lautet gemä^ frül^er (314) 

(ü = -|- . 360<> = sin 9? . 360« 

468. ^er 3)iantel beä fenfred^ten Äretöf egelftumpf § , ein ÄreigauSfd^nitti 
ring, beffen Srcite glcid^ ber SDlantellinie s beS Äegelftumpfö ift, ergab fic| 
gemäfe früher (317) gu 

M = 7ts(T + T') = 7i(T + r') l/(r — r')'* +P 

5Durc^ ßinfül^rung ber 3Wittellinie be§ Sld^fenfci^nittä — '^ — = p f^^Ö^^ 

M = 2 ;r (> . s 
unb brittenS mit Senü^ung beS ^Btittellotä p jur SDlantelKnie 

M = 2;rp.h 

469. 2)er SBinfel & beS ÄreiäauSfdjnittä, in roeld^em bie abgerollte SKantel- 
fläd^e beö Kegelftumpfä liegt, crgiebt fid^ auä 

& ___ 2nT _ 2 UT* 
360 "~ 2 ;rx "" 2 ny 

!?• 2!i:(r— r') r — r' 



360 2j;r(x— y) ■" s 

t9- = ^~"^ . 360« = sin gj . 360« 
s ^ 

wobei X unb y bie 9Jlantellinien beä ganjen unb beö (SrgänjungSfegel bejeid^nen, 
<p erjeugenber SBinfel beS Äegefö ift. 

©ämtlid^e 2luöbrüdfe gelten nur für bie SJlantelfläd^en fenfred^ter, nid^t für 
biejenigen fd^iefer Äreigfegel unb --ftumpfe. 35ie SSered^nung le|terer ift eine 
fd^roierigere. (SSergl. bie Slbroidfelung fd^iefer ÄreiSfegel 312.) 

Seifpiele. 

470. 1. Seifpiel: Sine ^Pgramibe burd[) ^ßaraHelebenen jur Orunbfläd^e 
in n gleid^e 3:^eile gu teilen. 

Siebe biefer n — 1 ^arallelebenen fd^neibet, nad^ ber Spi^e ju, eine ber 

geg. ^P^ramibe äl^nlid^e ^P^ramibe <ä>. 35ie 3!«^<^Ite festerer betragen — , 

2 n— 1 
, . . . beäjenigen ber geg. ^^ramibe. 2)ann folgt, wenn s^, 

02 . . . Sn-i bie auf einer ©eitenlante s ber geg. ^ßpramibe burd^ bie ^ßarattel- 
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ebenen et^eugten Seitenfanten ber 3:^eilppramiben finb, nad^ bem ©a^ über baä 
SSerl^ältniä ber SRauminl^alte äljnlidfier Sßpramiben : 

si^ 1 Bi' _ 2 s^_i n — 1 



s' n s^ n * * * * s^ n 

woraus 



-1..8 



^ n '^ n '^ n 

33iefe ©trecfen, von ber ©pi^e au§ auf s abgetragen, geben bie 2^eilpunfte, 
burd^ roeld^e bie 5ßarallelebenen gu fül^ren finb. 

471. 2. Seifpiel. Sine regelmäßige breifeitige unb eine regelmäßige 
»ierfeitige ^ßpramibe, in meldten bie ©eitenlanten ben ©runblanten gleid^ finb, 
l^aben gleid^e Dberfläd^en. 3Bie t)erl^alten fid^ il^re ^ni^alte? 

25ie Äante ber breifeitigen ^ß^ramibe fei x, biejenige ber Dierfeitigen y, 

fo ift _ 



fomit 



4 . 1^ X« = y^ + 4 . k^ y^ 
4 4 



ober _ _ 

l/3.x^=:(l + l/3")r 
n)orauä 



x^ 1 + 1/3 3 + 1/3 , x 1/3 + 1/3 

— — ' unb — = 



y' \/3 3 y 1/3 

2)ie SSolumina beiber ^ßgramiben werben 

1 1/3" . 1/6 1/2 



X' . — f; — X = if> X 



^ä 3 • 4 " • 3 " ~" 12 
„1,1/2 1/2 

fomit 



(3 + 1/3) 1/3 + 1/3 



V4 2y3 2.3. v/3 61/3 

(3 + 1/3) l/'^3 + 1/3" 
nun ift: 

6 V/3 _ 6 V/3" . 1/3 + 1/3" _ l/s" . 1/3 + \/3 



(3 + v/3) 1/3 + 1/3 (3 + V/30^ 2 + V/3 

_ 1/3 (3 + v/3) (2 — v/3) ^ 



(2 + v/3) (2 — 1/3:) 
= 1/3 (9 — 5 v/3) 
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ballet 



Y 



V4 ~" 1/^27 — 15 1/3 



- = 1 : 1,0096, ctroa 1000 : 1010. 



gig. 206. 



472. 3. Scifpicl. (Siner Äugcl t)om ^albmcffer (? ift eine abgeftumpfte 
gerabe ^pramtbe umf daneben, beten ©runbfläd^e ein Duabrat mit ber 2)iagonaIe4(> 
ift. Sered^ne Si^^cilt unb Dberfläd^e biefcä ^pramibenftumpfs. 

35ie Äugel berül^rt Otunb^ unb ©edffläci^e in 
ben 2)iagonalfd^nittpunften. 2)ie ^öl^e ift ba^er 
ein Äugelbutd^meffer. ®ine burd^ il^n gelegte @bcne 
parallel einer ©runblante fd^neibet Äugel unb 
^pramibenftumpf nad^ einem ©ro^reig mit unii 
fd^riebenem gleid^fd^enfligen Xvapz^. 35ie parallelen 
Seiten finb gleic() ben Tanten ber ©runb^ unb 
2)erff[äd^e, bie ©d^enfel gleid^ ben §öl^en ber t)ier 
longruenten feitlid^en SCrapeje. SluS ber l^alben 
^Diagonale 2 g bed ®runbfläc|enquabrat§ bered^net 

fid^ bie l^albe ©eite beäfelben AE = 1/2". g. 5Die l^albe ©eite D F = D G = x 

be§ Ouabratg ber 2)edffläd^e ergiebt fid^, ba 




^AO'D = -^ <^FOG + Y^EOa = 90« 



au3 



P 



unb 



OG^^DG. AG 

1/2" 



ober 



g^=\/2 .Q, 



X = 



AD = l/EF2 + (AE — DF)^ = l/4(>2+(^l/2.(>— ^-^pj 
3\/2" 



fomit 



V = 



2 

2^ 
3 

28 







U.2(>2_j_ 1/8^2. 2()2 -f-4.-|-(>A 



= r> O 



3\/2 3l/2 



0==8p2-j_2(>2-j-4 
=:28(;2 

473. 35a allgemein ber 3Kittelpun!t ber einbefdjiriebenen Äugel eine§ be^ 
liebigen SSielfläd^nerä t)on n ©eitenfläd^en Gj, Gj, . . . Gn al§ ©pi^e t)on n ^pra* 
miben betrad^tet werben fann, meldte biefe ©eitenfläd^en ju ©runbfläd^en unb bie 
gu ben 35erül^rungäpun!ten gezogenen §albmejfer g ber ^ugel gu §öl§en l^oben, 
fo folgt, bafe baS aSolumen be§ SSielpd^nerS 
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3 
1 
3 
1 

3 



= n~ (Grj -f- Cr2 -(- ... -f- Gn) . O 



ober \ z=z -^ . (} 

fomit 

®a^: 3)cr SRauminl^alt cineö beliebigen, einer Äugel umfci^riebenen 3SieI= 
fläd^nerä ift gleid^ bemjenigen einer ^P^ramibe, roeld^e bie Dberfläd^e beö 3Siel-- 
fläd^nerS jur ©runbfläd^e unb ben Äugell^albmeffer ^\ix §öl^e f)at. 

Sluf bie jjorl^ergel^enbe 2lufgabe angeroenbet, folgt 

28 1 

— g— (>'= g-O.o woraus = 28(>'^ 

474. 4. 33eifpiel. @in Äreiäauöfd^nitt oom §albmeffer r unb 3^^*^^= 
n)infel cc roirb jju einem Äreiäfegel gufammengerottt. SBeld^en Slauminl^alt 
f)at biefer? 

®er entftel^enbe Segel l)abe ben ©runbfreiäl^albmeffer x unb bie §öl^e y, 
bann ift bie SJlantellinie l/x^ + y^ unb bal^er ber 9Jlantel 

,0 

360« 
©runbfreiSumfang 



M = ;rxl/x^ + y^ = -^ nv' 1) 



c^« 



2^x = -^^7r^.2;rr 2) 



n)orau§ 



unb 



360« 

cc 

36Ö 



fomit 



475. 5. Seifpiel. SEBie mufe fid^ ber §albmeffer ber Deffnung jur §öl^e 
eines fegeiförmigen 3:^rid;terä oerl^alten, roenn berfelbe bei gegebener SBanbung m qcm 
bie meifte fjlüfftgfeit l)alten foH? 

$at ber 2^rid^ter ben ^albmeffer x cm unb bie §öl^e y cm, fo ift 

-q- TTx'y = max 1) 
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mit bev Sebtngung 

:rxl/x2 + y* = m; 2) 



bcn SBcrt 



m^ 



^ "" ;r«x* 



aus 2) in 1) cingcfe^t, folßt 

-Q- Ttx^ y — T-^ x^ = ö- X 1/ m^ — n^x* = max 

3 ^ ;r-x* o 

bal^cr 

x l/m» — ;r^x* > (x±a) l/m« — :;rMx ± cc)* 
ober x' (m* — ;r^x^)>(x' + 2cfx) (m^ — 7i^ x^ — 4 7t^ a x^) 
rootauä 

fomit 

x(— 3;r2x* + m^) = 

l^icrau§ folgt 

1. X = gicbt baS 3Kinimum: unbraud^bar. 

2. Zn^x* — m^ = 



toorauS ^, _ 1/ ^ 

'^~ »^ 3;r 
unb ba^cr 



_ 1/ m^-jr^ _ I / _^^ 3_ _ 1/ 2xnVr9" / 

-y n^x^ -1/ .vV"^^ - » -^^T- 



= i^^=y- = ^*- . V 



m' 






ballet 

X : y = 1 : \/2 

Sn SBorten: §albmeffcr unb §öl^c [teilen im felbcn 33crl§ältni3 wie bie 
Seite unb 2)iagonaIe eineä QuabratS. 

©in Sted^tecf, beffen ©eiten fid^ tjerl^alten mie bie ©eite unb 35iagonale 
eines DuabratS, ^ei^t ein „SRed^tect fd^önfter gorm". 2)er Sld^fenfd^nitt beö foni- 
fd^en 2^rid^ter§ ift fomit t)on einem SRed^tedf fd^önfter §orm berjenige 3^eil, ber 
oon ber Heineren ©eite unb ben §älften ber diagonalen begrenzt rotrb. 

476. 6. SBeifpiel. @iner §albfugel t)om §albmeffer R benjenigcn aBgc- 
ftumpften Äegel einjuBefd^reiben, ber ben größten 5!Jlantel befi^t unb ben ©runb- 
IreiS ber §albfugel jur ©runbfläd^e l^at? 

Der §albmeffer be§ 3!)edffreifeg fei x, bie 3Kantellinie y, fo ift 

;ry (R -f- x) = max 1) 
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mit her Scbingung 
avi^ 2) folgt 



E* = x2 + (y^ — [R — x]2) 



X 



R ^ 



2R 



unb fomit 



ballet 
ober 
roorauä 
fomit 



^y(ß + R-^) = -2-^(4R^-y')y = 



max 



4R»y - y« > 4R« (y ± c^) ~ (y ± «)' 

4R2y — y» > 4R«y + 4«R2 — y^ — Saj^ 
0>±«(4R2 — 3y«) 

4R2_3y» = 

21/3" 
y = ö R 



2) 



x = ^R 

2)ie Don bcn ©nbpunften be§ 2)urd^meffer3 bcg 3)ccffrcifc§ gefällten ^öl^en 
begrenzen ein 9ied[|tecf fd^önftet ?5ötm, beffen 2)tagonaIe y ift. 



Äuger unb ÄugeCfetfe. 

477. 3tt>ci unenblid^ benad^barte ^araHelebenen fd^nciben bie Äugelfläd^c 
ad) jroei Äleinireifen, roeld^e einen unenblid^ fd^malen ^läd^enftreifen ber Äugel, 
eine fogen. 3öne, begrenjen, bie mit ber SKantelfläd^e beS ben beiben Äteinfreifen 
alö (Srunbfreifen jugel^örigen fenfred^ten Äegelftumpfä t)ern)ed[)felt werben barf, ha 
es geftattet ift, in bem burd^ eine ju ben Äleinfreifen 
fenfred^te ®ro^!reiSebene erzeugten äld^fenfd^nitt ben 
bie 3one erjjeugenben unenbli^ Keinen ©roPreiö^ 
bogen mit ber jjugel^örigen ©el^ne, ber Äegelftumpf-- 
mantellinie, ju oerroe^feln. 2)aS 3JZittellot p gu 
biefer SKantellinie trifft bie 2ld^fe beS Äegelftumpfä 
im Äugelmittelpunft unb mirb im ©renjfaH jum 
fiugell^albmeffer R. Somit ergiebt fid^, menn hi ber 
unenblid^ fleinc Slbftanb beiber ^arattelebenen, bie 
gläd^e fj ber unenblid^ fd^malen 3one gemä^ 468) 
auö2;rph8u f^ = 2;rR.h, 



gig. 207. 
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3erlcgt man bälget bie %lää)t Z einer Äugeljone mit ber enbltd^en §öl^e h 
burd^ ^araHelebenen ju ben ®runbf reifen in unenblid^ t)iele, unenblid^ f dentale 
Sonenflreifen mit ben ©erfc^minbenb Keinen §öl^en h^, h^, . . ., fo folgt 

Z = f 1 + f , + £3 + . . . 

= 2;rll . hl -f- 2^^ • ^2 ~f" • • • 
= 2;rR(hi + hj + . . .) 

ober Z = 2;rR.li 

2Birb bie eine ber beiben ©runbfreiSebenen jur Serül^rungäebene an bie 
Äugel, fo n)irb bie 3one jur Äugell^aube (Slbfd^nitt, ©egment, Äalotte). ^\th. 
bie §öl^e ber §aube, fo ergiebt fid^ il^re %lä(^z H, mie bei ber 3one, ^u 

H = 2;rR.h 

aBirb anä) bie anbere ©runbebene burd^ ^Paraffeloerfd^iebung §ur SerüJ^rungS? 
ebene, fo mirb bie 3one bejra. bie Äugetl^aube jur Dberfläd^e ber fiugel 
felbft, baber 

ober = 4;rR2 

fomit 

©a|: 2)ie gefrümmte gtäd^e ber Äugeljone bejm. §aube ift gleid^ bem 

jtoifd^en bie erweiterten ©runbfreiäebenen bejm. jroifd^en ©runbfreiäs unb parallele 

33erül^rung§ebene faUenben StüdE ber SKantelfläd^e beö ber Äuget umfd^riebenen, 

ju ben ©runbfreifen fenlred^ten Serül^rungäcplinberö. 

©a^: 3!)ie Dberfläd^e ber Äugel ift gleid) bem 9JlanteI beö i^r umfd^riebencn 
quabratifd^en Serül^rungScpIinberS. ©ie beträgt baä SSierfad^e ber §(äd^e eine§ 
erjeugenben ©rojsireifeä. 

478. Sebeutung biefer Sä^e für bie Äugelabbilbung. ßr- 
meitert man bie Sreitenfreiö^ unb 9)leribianebenen biä jum Schnitt mit bem jum 
Slequator fenfred^ten, ber Äugel umfd^riebenen Serü^rungScptinber, fo bilbet fic^ 
gemä^ 477) jebeä SHed^tedf be§ ©rabne^eS al§ fläd^engteid^eS 3led^tedf ab, unb 
ia jebeS Sanb fid^ auä einer mel^r ober weniger grojsen 2lnjal^I fold^er ©rabne^^ 
red^tedfe — man wä^U biefelben nur fel^r Hein — unb beren 2)reiedfsl^älften 
jufammenfe|t, fo l^at aud^ bie Slbbilbung eineö Sanbeö benfelben ^läd^eninl^alt, tüic 
ba§ 2anb felbft. ^ie Slbbilbung l^eifet bal^er fläd^engleid^ ober äquioalent. 
Sie ift nid^t minfeltreu mie bie SKerfatorprojeftion, andS) erfolgt bie SSerjerrung 
gerabe im entgegengefe|ten Sinn, ba bie 2lbftänbe ber 33reiten!reife oom Slequator 
nad^ ben ^olen l^in aii, bei ber 3Werfatorproje!tion bagegen junel^men. 3)ie $oIe 
felbft bilben fid^ ab alg bie beiben ©runbfreife be§ ßplinberS. 

aSaS für eine Sinie ift bie 3!)iagonale, meldje ein auf bie Splinberfläc^e 
abgebilbeteg Sled^tedf in jmei fläd^engteii^e 2)reiedfe teilt? 

479. 3Sergleid^t man ben für bie ^-läd^e ber Äugell^aube unb S^nt ö^' 
funbenen 2lugbrurf 2;rEh mit bemjenigen für bie SKantelfläd^e beS Äcgel- 
ftumpfä 27rph, fo ftimmen beibe überein für p = R, b. 1^. 
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Sa|: ®ic gelrümmte %lää)t bcr Äugel^auSe 6cjn). 3önc ift glcid^ bcm 
jtDifd^cn bcnfclben (StunbIreiScbenen liegcnbcn Äegclftumpfmantel, tücld^cr bcn 
Sugclfrdä bcrül^tt, bcffcn (Sbcne bie §ö^e halbiert. 

Sebeutung für bie ^egelabbilbungen ber Kugel? 

^r bie SSottlugel gel^t ber Äegelftumpf in ben 35erül^rungSc^linber über. 

480. 3ft s ^iß ^om 5Pol ber §aube nad^ i^rem ©runbfreiä gezogene 
Seltne, fo folgt, ba 

8^ = 2Rh 
auä) 

= ;rs2 = 2;rE.h 
bal^er 

©a^: 2)ie gefrümmte gläd^e ber Sugell^aube ift gleid^ ber %lä6)z eineä 
Äreifeö, beffen $albmeffer bie bem fpl^ärifd^en §albmef|er beä ©runbfreifeS ju^ 
gel^örige ©el^ne ift. 

©onberfaH: ^ür bie S3oHfugel roirb s = 2E, baber 

;rs'' = 4;rll- 



^annxnf^atfe^ iete^net na^ ber ^xf^anßonsmett^obt. 
^n%etau$fdin%U (^ngetfeftfot). 

481. ^er KugelauSfd^nitt fann entftanben gebadet iDerben burd) ^rel^ung 
eines ÄreiäauSfd^nittä um bie ben S^^triroinfel ^albierenbe ®erabe. ®er Sogen 
befd^reibt eine Äugel^aube oon ber ^öl^e h, bie §albnteffer einen auf bem ©runb-- 
freis ber i^aube aufrul^enben fenfred^ten Sreiölegel. B^rf^ßt man bie ^läd^e ber 
^anht in unenblid^ oiele unenblid^ fdjimole ^läd^enftüdfd^en fj, £2, £3 . . ., beren 
jebcä als eben betrad()tet werben barf, fo fe|t fid^ ber Seftor auö ebenfooielen 
unenblid^ fd^malen Regeln jufammen, roeld^e jene gläd^enftürfd^en ju ©runbfläd^en, 
ben Äugelmittelpunft jur gemeinfamen 6pi|e unb ben Äugel^albmeffer R jur 
^öf)t f)ahtn. ^df)tx ift baö 3Solumen beS SeftorS 

V = VT 1 1 . ü -] — ö" 1*2 • -R' "T~ • • • 

-yR (£, + £,+ ...) 

= g^R . 2;rRh 
ober ^ 2 

TOobei h bie §öl^e ber jum Äugelfeltor gel^örigen Äugel^aube ift. 

©auerbed, Stereometrie. 16 
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482. SBitb h = R, fo öcl^t bcr ©citor in bic §aI6fuge( über, fomit für 
h = 2 R, SSoIumctt bcr Äugel 

V = ^R.4jtR2 
ober 4 

fomit 

©a^: 2)ic Äugcl ift raumgleid^ einer ^ramibe (Äegel), beren ©runb- 
fläd^e gleid^ ber Dberfläci^e unb beren $öl^e gleic^) bem §albmeffer ber Äugel ift. 

35ergl. ju biefen ©ä^en ben über Slauminl^alt, Dberfläd^c unb §al6mef|cr 
ber einbefd^riebenen Äugel eines SSielfläd^nerS beftel^enben ©a| 473) 

V = -ö- (> . 



483. 2)ie Äugell^aube ergiebt fid^ als Unterfd^ieb beS 2luäfd^nittä unb feines 

gugel^örigen ÄegelS. 3)a jwei ber brei ®rö|en, Äugell^albmeffer R, ©runblreiä- 

^albmeffer r unb §auben^öl^e h bie brüte beftimmen — geometrifdj): man jeid^ne 

baS ergeugenbe ©egment auS je jmei biefer SeftimmungSftürfe, algebraifd^: bie 

©tral^len oon einem ^ßunft beS ©runbIreifeS nad^ ben ©nbpunften DeS pm ©runb- 

freiS fenf redeten Äugelburd^mefferS fd^lie^en einen rechten SBinfel ein, bal^er bie 

nad) bem §5l^enfa^ im red^troinlligen 33reiei jtoifd^en obigen brei ©rö^en beftel^enbe 

SSexieBunq 

^ ^ ^ r2 = h (2R — h) 1) 

— fo erl^ält man für baS S3oIumen V ber §aube brei oerfd^iebcne 2luöbrürfe, Don 
meldten jebod^ nur bie bciben in (R, h) unb (r, h) gebräud^lid^ finb. ©omit 

2 1 

V= -y^rR^h — -g- TtT^iR — h) 

2 1 

= -g- ;rR^h — -g- ;rh (2R — h) (R — h) 

'^'^ V = -f hM3R-h) 2) 

©e|t man in biefem Ergebnis ober fd^on früher in bem nodj) unentroidfelten 31uö= 
brutf V, für R feinen SBert in r unb li aus 1) 

^^■2h +^~ 2h 



fo folgt nad^ 38ereinfad^ung ber anbere SluSbrutf für baS 3Solumen V ber §au6e 



7t 



g-h(3r2 + h2) 3) 
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^m SonbcrfaH für h = E tüirb oud^ r = R unb bie §aubc roirb jur ^albfu^el, 
beren SSoIumcn 

V = -~ EM3R — R) = -^ R (3R^ + R^) = -|- ;rR^ 



484. ®ie 3önc bcred^nct fici[) an^ bcn bciben ^albmcffern r > r' bcr ©runbs 
frcifc unb bcr §öl^c h al§ Unterfd^icb bcr bctbcn Äugcll^aubcn, bic über bcn 
©runbfrcifcn na^ bcrfelben Seite l^in fid^ erl^ebcn. ©inb x >> y bic §öl^en biefcr 
^auUn, fo folgt 

V = -~ x^ (3R - x) - -J- r (3R - y) 

= ^[3R(x^-y-)-(x»-yO] 

= -f- (x - y) [3R (x + y) - (x^ + xy + yO] 
nun ift 

h = x — y 

j,2 _|_ 3^2 



r' = X (2R — x) roorauä Rx = 



r'2 + v^ 
r'» = y(2R-y) „ „ Ry ^ ^^ 



bal^er 

^ = X ^ [^ ^^' + ^') + 4 (^'' + y') - (^' + xy + y^)] 

= -^ h [8r^ + 3r-^ + (x'^ + 2xy + y^)] 

V = -J-h(3p« + 3r'2 + h^) 

ober 

fomit 

®a^: ßinc Äugclfd)ic^t ift raumglcid^ bcn bciben auf il^ren ©runbfläc^cn 
rul^enbcn ßplinbcm t)on i^albcr §ö^e unb einer Äuge! t)on bcrfelben $öl^e. 

^ür r' = gcl^t bie 3one in bie §aube, für r' = unb r = R = h in 
bie Äugcl über. 
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^aumint^atttj text^nti ntiffers bts ^apatuxif^tn $a|r5. 

485. S)ie %lä^t beS ^leinfreifed, nad^ tDeld^em eine beliebige im Slbftanb x 
jur 2lequatorebenc parallele ßbene bie Äuget fd^neibet, ergiebt fid^ auö: 

burd^ SJlultiplifation mit ti ju 

b. ^. als Äreiöring gtoifd^en bem Umfang eines unD.eränberlid^en unb bemjenigcn 
eines Deränbetlid(>en Äreifeä. ©ringt man biefe Äreiäringe in ben bejüglid(ien 

Äleinireiäebenen jur 3)arftellung, fo erfd^einen bie 
unoeränberlid^en Äreife t)om ^albmeffer R aU 
Schnitte ber Ebenen mit bem 3Kantel beö ber 
Sugel umf d^riebenen , ^um Slequator fenfred^ten 
quabratifd^en Serül^rungScplinberS, bie t)eränbers 
lid^en atä ©djinitte mit bem 2)Jantel beä über ber 
©etffläd^e biefeS ß^linberä errid^teten fenfred^ten 
Äreiäfegelä, ber feine ©pi^e im Äugelmittelpunft 
unb einen erjeugenben SBinfel t)on 45 *> l^at, bcnn 
eä ift aläbann CF = R unbCE = CO = x, ba^er 

;r.DC- = ^.CF» — ;r.CE^ 

b. 1^. bie ^alblugel unb ber burd^ Umbre^ung beö red^troinfligen ©reiedfs ABO 
um OP erjeugte ringförmige ^ol^lförper, ber übrig bleibt, menn ber Äegel t)om 
ß^linber abgezogen roirb, l^aben in gleid^er §öl^e gleid^e ©d^nittfläd^en, finb alfo 
6at)alierifd^e Körper unb fomit raumgleid^. 2)al^er 

^albfugel = ßplinber — Äegel 

1 




= ;rR*.R 



7rR*.R 



3uglei(^ ergiebt fid^ ba§ 38erl^ältniä ber S^^^^Ite 

1 _. 2 



Äegel : §albfugel : ßplinber = -ö- ^R' : 

= 1:2:3 



O 



;rR' : ;rR 



486. 3)ie Sugell^aube DPD' ift nac^ bem 6at)alierifd^en ©a^ räum-- 
gleich bem ringförmigen Äörper AFEA'F'E' unb biefer felbft ergiebt f4 als 
Unterfd^ieb beS ßplinberS A F F' A' unb beS ÄegelftumpfS AE E' A'. 3ft CP = h 



J^örpetberec^nungen. 245 

bie gcmcinfamc §ö^c biefer Äörper, fo folgt CE = CO = R — h unb fomit 
baS 33o(umen V bcr $aubc 

V = ;rEMi 1- [R'^ + R (R — h) + (E — h)^ 



487. 2)ie 3onc DKK'D' berechnet ftc^ ate Untcicfc^tcb beS ß^IinbcrS 
FHff F' unb bc« Äcgclftumpfä EKK'E'. ©inb OC = u unb OM = v bic 
(Sntfctnungcn bcr ©runbfreiScbcncn vom Äugclmittclpunft, alfo swftlric^ i>tc §al6= 
mcffcr bcr ©runbfrcifc bcS ÄcgcIftumpfS, fo folgt 

V = !tR- . h 1- (u^ + UV + v^) h 

§icr finb für u, v, R bic §aI6mcffcr r unb r' bcr ®runbf reife unb bic 

.^ö^e bcr 3onc 

h = u — V 

cinjufül^rcn. Um feinen bcr 3Bcrtc 

R2 = u^ + r^ unb R2 = v^ + r'^ 

üor bcm anbcrcn ju bcoorjugen, fc^cn roir bcr fpmmctrifd^cn Scl^anbfung wegen 

ba§ aWittcI 

u^ + v-- + r^ + r-^ 
R-- 2 

bann wirb 

V = -^ [-|- (u' + v^ + r^ + r'^) - (u^ + uv + v^)] h 

= -^ [3r2 + 3r'2 _|_ ^^2 _ 2uv + v*)] h 
= -^(3r2 + 3r'2 + h2)h 



6 



Scifpicic. 



488. 1. ScifpicI. (Sine Äu^el com ^albmcfjtcr R f)at eine cplinbrifd&c 
2)urd^6ol^rung, beren lid^tc Sffieite 2r ift. &t\u6)i baS 3Sotumcn beä übrig bicibenbcn 
Äugciringg. 

3)ic ^albc §5l^e beä Slingä bejra. be§ ßplinbcrS fei h, fo ift baS 3?olumcn 
beöfclbcn 

V = -3- ttR^ — :Tr2 . 2h — 2 . ^ (R — h)^ (3R — R + h) 

= — 2;rr2. h + 2;rR-.h 0- :rh^ 
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= 2;rh(R^— r^) — -|-;rh» 

b. 1^. bcr Sling ift raumgleid^ einet Äugel, njeld^e bie §5l^e beS Slings jum 
©urd^meffer \)at. 2)al^er finb aud^ äffe au§ bemfelben ©toff gefertigten Äugel- 
ringe t)on berfelben $5l^e^ gleid^gültig, roeld^eä ber Augell^albnteffer ober bie lid^te 
3Beite ber ©urd^bol^rung fein mag, gleid^ fd^roer. 

489. 2. Seifpiel. SBie grofe ift bie §öl^e einer Äugell^aube, bie l^stnal 
fo gro^ ift ate ber SJlantel beS auf bemfelben ©runbireiä (auf entgegengefe^ter 
©eite) ftel^enben geraben Äegefe, beffen @pi|e auf ber Äugelfläd^e liegt? 2Bie 
t)erl^ä(t fic^ bad SSoIumen bed aud $aube unb ^egel beftel^enben Körpers ju bem^ 
jenigen ber Äugel? begeben ber Äugell^attmeffer R.' 

Sft X bie §öl^e ber §aube, y ber J^albmeffer beä ®runbfreife§ unb s bie 
Äegefmanteltinie, fo folgt 

2;rß . X = —r- ^ys 



wobei 

unb 

bal^er 



y* = x(2R^x) 
s2 = 2R(2R — x) 



2;rR.x= ^\/x(2R — x) l/2R(2R — x) 

= -^(2R — x)l/2R^ 

3)cr gemeinfd^aftli^e ^aftor beiber Seiten 

l/2R^=0 

giebt eine erfte Söfung: %üx biefen gaff wirb ber Äegel jum Äugelburd^meffer, 
bie §aube ju beffen ®nbpunft. @ä bleibt bal^er 

l/2Rr=4-(2R — x) 

n)oraud 

18x* — 97x = — 72R* 

unb fomit 

_ 97R±65R 

^~ 36 

fomit ber einjig braudjibare SBert, ba x < 2R fein mu^, 

x = -^R 
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3SoIumen bes Äörpeä 



bälget 



5lörper 



Tt 

3 • 


Ö4 ^. 
81^' 


• 9 


R 


^ 3 


1216 
2187 


;rE^ 








1216 

2187 


ttR': 


4 
3 ^ 


R' 




1216 

2187 


.3 

.4 


504 
729 


:1 


-0,69 


1 




1 


: 1 


: 1,45 


729 


1 


25 



8_ JjO^ 10 

9 ^- 9 ^- 9 ^ 



b. ^. 



504 



56 



Äugcl = 1,45 X Äörpet. 



490. 3. Scifpiel. (Siner Äugcl t)om ^albmcffcr R ben flcinftcn Äegcl 
^u umfci^rciScn. 

Utnfd^reibt man bcr Äugcl bic ücrfd^ie^ 
benftcn Äcgcl, fo ergicbt fid^ als eine ©rengform 
ein unenblid^ l^ol^er ßijlinber, afe anbete ein 
tßatattefebenenpaar. 3w)if^^w biefen SWa^ima 
i)eS 9lauminl^att§ mufe baö SWinimum liegen. 
3ft X ber ©runb frejgl^ttlbmeffet, y bie §öl^e, 
alfo l^^x* + y'* bie SJlantellinie be§ gefud^ten 
^egelö, fo fott werben 

-Q- Ttx^y =: min 

mit ber, auä bem ©a| über baö Quabrat ber SCangente folgenben Sebingung 

(l/x^ + y^- 




TOorauä nad^ j^roeimaligem Quabrieren 



x)^ = y(y-2R) 

y 



x2 = 



bal^er 



2R 



. R 



1 



71 . 



3 y 
TOobei e§ genügt 

ju mad^en. Somit 
entroidfctt mit + ^ 

y' + «y' 

ober 



2R 



. R2y = min 



y-2R 



min 



< 



iy ±c^y 



J-.2R ^ (j±a) — 2R 

- 2Ry^<y8 + 2cfy2 — 2Ry2 
0<±e^(y — 4R)y 



4c^Ry 



248 



jldtperbered^nungen. 



fomit 



y(y-4R) = 



3)ic Söfung y = entfprid^t bcm %aü beS 3Ktnimum , rocnn bcr Äcgct 
^nm 5Punft jufammenfd^rumpft. (3)ic Äugcl als anBefd^ricbcne Äugcl ju bctrad^tcn.) 
®tc roirftid^ brauchbare Söfung tft bal^cr 



fomit 



4R = 
y = 4Il 



unb 



X = 1/^2 . R 



1 8 

■g- Ttx^y = -o- ?rR^ b. f). Äcgel = 2 x Äugcl. 



491. 4. Scifptcl. 3Bic l^od^ müfete man 
fid^ über bie ©rbobcrfläd^c erl^ebcn, um eine ^läd^e 
Don F qkm ju überbKcfen? 

3)ie von ber §öl^e x km an^ überblicttc 
%Vxi)t F ift eine Äugell^aube von ber §öl^e y, 
beren (SrunbfreiS (^orijont) burd^ ben vovx 
©tanbpunft auS an bie ßrblugel gelegten Se^ 
rül^rungäfegel beftimmt wirb. S)a 

le^tere als ^eripl^erieminfel über ben gleid^en 
Sögen BD=:B'D, fo folgt 




AB , AB 
B"C" """^ B^C 



AK R + X 



fomit 



BK 



R + x 



R 



aus AACB c<) AABK 



unb 



. - E '> 

2;rR.y = F 2) 

aus biefen jroei ©leid^ungen beftimmen ftd^ bie Unbefannten x unb y, in§^ 
befonbere 

. R km 



2;pR' 



F 



492. 5. 35eifpiet. (Sinem regelmäjsigen 3^etraeber t)on ber Sante a ift 
eine Äugel einbef einrieben , bem übrigen ber ©pi|e ^n gelegenen 3laum roieber 
eine bie oorl^ergel^enbe berül^renbe Äugel u. f. f. Sered^ne bie ©umme ber 3"' 
^atte all biefer unenblid^ vkkn Äugeln unb baS SSerl^ältniS ber erften jur ©umtne 
aller übrigen. 

©inb Q, pi, ()2 ... bie §albmeffer biefer Äugeln, h, h,, h^ . . . bie §ö§cn 
ber 2^etraeber, benen fie einbefd^rieben finb, fo folgt 
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9 = -^ 



o, 



92 



[ 



4 



1_ 
4 • 
1 



1/6 



a 



4 
1 



o 



u. f. f., fomit bie ©ummc S affer Äugeln 



h4 = 2(>3 



=^4'+a)*+(^)"+(^)"+-]^- 

-iiCl4._L + J. + i.+ \p> 
Slun ift bie Summe s einer geometrifd^en 3leil^e von n (Sliebem 

= a(l+q + q^ + ... + qn-i) = ^^~ ^^' . a 

f ür n = oo unb q ein ed^ter Srud^, wirb q^ = 0, balier 



unb fomit 



s = 



S = 



1-q 

4:71 



. a 



1 — 



3 ^2 3 1/6 3 



ferner 



4 32 

I. Äugel : S = -^ ;r(>3 : -^ ng^ = 7:8 



b. 1^ bie I. Äugel = 7 x Summe affer übrigen. 

493. 6. 33eifpiel. Stuf ber Sld^fe eineö einer 
Äuget t)om §aI6meffer R umfci^riebenen ß^linberö jroei 
t)om Äugelmittelpunit nad^ entgegengefe|ten Seiten 
glcid^meit entfernte $Punfte fo ju beftimmen, bafe bie 
Dberfläd^e be§ t)om ßplinber unb ben beiben, t)on ben 
fünften an bie Äugel gelegten Serül^runggfegetn ge= 
Bilbeten ÄörperS ein 5!Rinimum wirb. 

@ö genügt, bie §albe Dberfläd^e ^u einem 9Jlini= 
mum §u mad^en. 3ft y bie l^atbe ßplinber^öl^c, x + R 
bie ©ntfernung beö einen ber gefud^ten fünfte t)om 



3ig. 211. 
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^ugclmittelpunft, fo crgiebt fid^ bic t)on bicfem 5ßunft an bic Äugcl gelegte 

S^angente an^ 

AE» = x(x + 2R) 

unb fomit bie Äegeltnantellinie 

AB = y + l/'^x(x + 2R) 
folglid^ 

2;rR . y + ;rR (y + l/x (x + 2R) ) = :;rR (3y + l/x (x + 2R)) = min 
j)ber 

3y + l/x(x + 2R) = min 1) 

mit ber auä A A F B f olgenben Sebingung 

(y + \/x (x + 2R) )' = (x + ß - y)' + ß* ... 2) 
woraus 

yl/^x(x + 2R) = R2 — xy — Ry 2a) 

unb 

= R* (R^ + y' — 2xy — 2Ry) 

n)otau§ 

- = ^r+i-'R 2b) 

©e^t man in 1) den SQSert ber SBurjelgrö^c auS 2a) unb in bicfem felbft 
TOxeber ben SQSert für x auS 2b), fo folgt 

^ber 

1 5y« + R2 

= ^c . — = min 

^ y 

fomit 

5 y' + R« 5(y±<y)' + R' 

y ^ y±«^ 

i)al^er 

5y^ (y + «) + R' (y + «X 5y (y + «)' + ^'y 
x)ber 

5y« + 5c^y« + R^y + ccR' < 5y« + lOcfy* + R*y 

n)orau3 

0<±«(5y^ — R«) 

fomit 

5y2 — R2 = 

3\/5 ^ 

x — — = — R — R 

5 

3ur Seftimmung beS erjeugenben SEBinfelS qp beS gefud^ten Äegete ^at man 
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21/5 



R 



fomit 



AB = y + l X (2R — x) = ^^ ß 

o 

AF 2 

Xb = 3" =^ ^^^ ^ 

Seidene f)kxnai) <^ (f. 2)ie SJlantelftäd^e M crgiebt ftd^ ^u 

M = 2 ;rR (3y + l/x(x + 2R)) 
= 2\/5. ;rR« 



494. A. ein Hiebiges A ABC breite ftd^ um 5^9- 212. 

eine Beliebige fefte ©erabe feiner ßbene, bie aber au^er^ 
^ali bed ^reiecfd liegen foE, als ä(cl^fe. ^urd^ bie 
2lbftänbe p, q, r feiner brei ScEen t)on ber äld^fe unb 
ben 5ßrojeftionen m unb n ber beiben Heineren Seiten 
auf biefelbe ift Sage unb ©eftalt beS 3)reie(fä einbeutig 
beftimmt. 2)ie t)on ben ©eiten beä ©reiecfs befc^riebenen 
Äegelftuntpfmäntel, bie ju je jroeien in ben brei von 
ben @(fen befc^riebenen Äreifen jufammenftojjen, um^ 
grenjen ben t)on AABC befd^riebenen Umbrel^ungSs 
förper, beffen Snl^att V fid^ auä ben SRauminl^alten 
jener Äegelftumpfe wie folgt bered^net: 

V = Äegelftumpf A A' C C — Äegelftumpf A A' B' B — Äegelftumpf B B' C C 

= 3-(m + n)(p^ + pr + r*) — ^m(p2 + pq-f-q'^)— -gn (q2+ qr + r^) 

= |[m.pr + r'-pq-q') + n(p^ + pr-q»-qr)] 

= -3 [m(p (r — q) + (r + q) (r — q)) + n(r (p — q) + (p + q) (p — q))] 

7t 

= -g- [m (r — q) (p + q + r) + n (p — q) (p 4- q + r)] 

TT 

= ^ (p + q + r) [m (r — q) + n (p — q)] 




*) ©ulbin, ^rofeffor ber 2Äat§emati! in ©raj, geftorben 1643. 
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Scrmcl^rt unb Derminbctt man ben legten Älammerauäbtudf, bcr ©^m-. 
metrie wegen, um bie fel^Ienben ©lieber mp unb nr, fo Iä|t fid^ fd^reiben 

m (r — q) + n (p — q) = (m + n) (p + r) — m (p + q) — n (q + r) 
= 2 . %xapt^ AA' CG — 2. SCrapej A A' B' B — 2 . %xapti BB' C C 
= 2. A ABC 

Um auf bie Sebeutung beä anbeten ^[ammerfaftorä von V )u gelangen, 

6emerft man, ba^ bie SKitte H t)on A B ben Sld^f enabftanb ^ "t ^ , bie @cfe C 

ben 9(bftanb r f)at. @d ift ba^er ^u vermuten, ba^ eine gemiffe 3^if(^cnparaQe(e 
ju ben 5ßarqDeIfeiten beä 2^rapejeä HH'C'C einen geroiffen Srud^teil jeneä 
gaftorä p + q + r barfteUt. ®ie aWittellinie biefeä Xrapejeä felbft, roeld^e H C 
im S3erl^ä(tnid 1 : 1 teilt , ift ed nid^t , roxt man ol^ne meitereä fielet , alfo Diel^ 
leidet biejenige, roelc^e H C im näd^ft einfad^eren SSer^ältniS 1 : 2 teilt, ba§ roim 
ber Slbftanb S T = s beS Sc^roerpunftS S beS gegebenen SJreiedfä. 3i^^t man 
HD unb SE parattel jur 3ld^fe, fo ift A HDS co SEC, fomit 



SD 


SH 


EC ~ 


SC 


tootauS 




unb fomit toirnid^ 





,- = ^" ober 2 1 

r — 8 ~ 2 

2s — (p + q) = r — s 

. P+q+r 



s 



bal^er 



V = ^.i±|+J1.2A 



== 2;i:8 . A 
b. f). 

3)er Dom 35reiedf A Befd^riebene Umbrel^ungölörper ift raumgleid^ einem 
$riäma, roetd^eS baä erjeugenbe Sreiedf jur ©runbfläd^e unb ben Umfang bes 
com ©d^roerpunlt ber 2)reiedEsfläd^e befd^riebenen Äreifeä jur $öl^e l^at. 

2)rel^t fxdf) ftatt beS 2)reierfä ein SSieredf um bie SÄd^fe, fo gerfättt baäfette 
burd^ eine 2)iagonale in ^^roei 2)reiedPe mit ben ^läd^en f^ unb fj, beren ©d^roer^ 
punitc Si unb S2 bie 3ld^fenabftänbe sj unb 82 l^aben mögen. 35ann ift nac^ 
bem 3Sorigen ber Slauminl^alt beä oom 3Sieredf erzeugten Umbrel^ungälörperä 

2)enft man fid^ in ben ©d^roerpunften biefer 2^eilbreiede ©eroid^te an- 
gebrad^t, meldte im SBerl^ättniä ber bejüglid^en gläd^en fi : £2 ^n einanber ftel^cn, 
unb teilt man bie 3Serbinbungögerabe S1S2 biefer ©d^roerpunfte, biefelbe alö 
matl^ematifd^en §ebel betrad^tenb, nac^ bem §ebelgefe^ fo, ba^ bie Hebelarme 
fid^ umgefel^rt t)erl^alten wie bie jugel^örigen ©eroid^te, fo ift ber erl^altene Seil- 
punft S, beffen 2ld[ifenabftanb s fein möge, ber ©d^roerpunft ber gläd^e bcS er- 
jeugenben 3Sieredfä. ©d^merpunft einer gläd^e ift berjenige $unft, ber allein 
unterftü^t ju werben brandet, um bie ^^'^^^ '^ ©leid^gemid^t ju l^alten. 3" 
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bicfcm $unft l^at man fid^ gciüiffcnna^cn bic ganjc %lä6)t Dcrcinigt ju bcnfcn. 
Biel^t man burd^ S^ unb S bie ^ßarattclcn gur Steife, fo ift A SiPS c^ A SQS^, 
bälget 



SP 
SQ ' 

tDoraud 



SSi 



SSi 



ober 



s 



Si 



Si 



s 



ober 



sfi — Sif, = S2f2 — sfi 



8 



Sifi + Sifi 



ober 
unb fomit 




■ f 1 + f 2 
S, . fi + 82 . £2 = S (fi + £2) 

27r8i . £, + 2;ra2 . £2 = 2;rs (£1 + £,) = V 

2)er für ben 3lauminl^alt beä Umbrel^ungSförpcrS eineö erjeugenben ©reis 
ecfö auögefprod^enc ©a$ gilt fomit and) für ein crjcugenbeä SBierecf unb fd^Ke^Iid^i, 
vDtnn man bie Setrad^tung in biefer 3Beife fortfe|t, für jebeS beliebige erjeugenbe 
SSieledf, aud^ menn baSfelbe unenblid^ oiele unenblid^ Heine Seiten l^at, b. f). für 
jebeS t)on einer beliebigen Äuroe umfd^loffene ^läd^enftüdf. 3!)ieö ift 

ber ©ulbinfd^e ©a^ über bie Stauminl^alte von Umbrel^ungS* 
lörpern: 35er ^nf)ali eines t)on einem beliebigen ebenen gläd^cnftüdf F burd^ 
2)rel^ung um eine fefte baS erjeugenbe ^Jläd^enftüdf nid^t fd^neibenbe Oerabe feiner 
6bene aU 3ld^fe ift gleid^ einem ^Priäma, meld^eö baä erjeugenbe gläd^enftüdf gur 
Orunbfläd^e unb ben Umfang beS t)om Sd^merpunft beä gläd^enftücfs befd^riebenen 
Sreifeö gur §ö^e ^at. ^^^ 

495. 3)er, ber 2)re]^ung a^ entfpred^enbe SRaumteil beä UmbreJ^ungö- 
lörperä ift 

V=3^.2;rs.F 

496. Slujjer f\ur Sered^nung ber Slauminl^alte benü^t man ben ©ulbin^ 

fd^en ©a^ jur Seftimmung beS ©d^merpunftä ebener ^läd^enftürfe. Sä^t man 

biefe um eine möglid^ft günftig gelegene ©erabe il^rer (^itnt [x6) breiten unb 

gelingt eS auf irgenb eine SBeife baS SSolumen beä erzeugten Umbrel^ungSlörperä 

ju ermitteln, fo folgt 

1 Y^ 



35eifpiele. 

497. 1. Seifpiel. Sin Äreiö t)om §albmeffer r brel^t fid^ um eine il|n 
nid^t fd^neibenbe ©erabe feiner (Sbene. S5ered^ne ben 3lauminl^alt beS entftel^enben 
aOSulfteä. 
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;3ft a bic Gntfemung bcr äcijifc tjom ÄrciSmittcIpunIt, fo folgt 

V = 2;ra. tit^ = 2n^ . ar* 

498. 2. Scifptcl. ®in SRcci^terf brc^t fid^ um eine ju einer Seite 
parallele ßJerabe feiner ®6ene. 3)en entftel^enben (Splinberring ju bered^nen. 

©inb R unb r bic Stbftänbe ber ben Steffen parallelen ©eiten h, fo folgt, 
ba ber 2)ia9onalfc^nittpunft ©d^roerpunft beS Sled^tedfä ift, 

Y = 2n{v + — ^— ) . (R — r) h 

= 7r(R* — r*)h (t)eröl. 453) 

499. 3. Seifpiel. Sered^ne baä SSolumen beö fenf redeten Äreisfegelö. 

S)er Slbftanb s be§ ©d^roerpunfts beä er^jeugenben red^troinfligen DreiedES 
t)on ber als Sld^fe bienenben Äatl^ete ergiebt fid) a\x^ 

s : -^ =2:3 

ba^er r rh 1 

V = 2;r.-^-. 2"="3^r^.h 

500. 4. Seifpiel. Seftimme ben ©d()n)erpunft ber ^lädje eineä $aI6'- 
freifeö. 

S)urd^ S)rel^ung beS §albfreifeS um feinen 35urd^meffer entftel^t eine Sugel 
Don befanntem 3Solumen. Sft '^oi^tx x ber 3ld[ifena6ftanb beS ©c^rocrpunfts, ber, 
ber ©^mmetrie wegen, auf bem %\xx 2ld^fe fenf redeten §albmeffer liegt, fo folgt 

4 1 

— ttR« = 2;rx . -^ ^^* 

morauS 

4 ^ 

501. 5. Seifpiel: ^en Sd^roerpunft eineä gleid)fcl;enfligen S^rapejes ju 
beftimmen. 

2)er ©d^roerpunft liegt auf ber ©pmmetriead^fe beä XrapejeS im 2l6ftanb x 
oon ber größeren ^arattelfeite. ^enfelben 2l6ftanb l^aben bie ©d^merpunfte beiber 
SCrapejI^älften , bie burd^ bie ©pmmetriead^fe entftel^en. @S genügt bafier, bte 
eine 2^rapejl^älfte um bie größere örunbfeite v ^ v' %\x breiten, wobei ein au§ 
ßplinber unb Äegel beftel^enber Hörper erjeugt wirb, bann ift 

.Th^r'+ ^.ThMr — rO = 2;rx.-^— .h 
morauö 

^ - 3 • r + r' ^" 3 
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93efttmtne x burd^ ^zicI^rwinQ unb jiel^e im älbftanb x jur gröfieren parallel:: 
feite bie parallele, \o beftimmt biefe auf ber S^mmetrieac^fe ben Sd^roerpunft. 

Um ben Sd^merpunft ber 2^rapegl^älften ju ermitteln, ift nod^ ber 2l6ftanb y 
TDon ber Spmmetrieod^fe ^u ermitteln. 3ft festere bie 2)rel^ad[ife, fo folgt 



j (r^ + rr' + r'^h = 2;ry . ''-^— . h 



n)oraug 




^"" 3 • r + r' ~ 3 • r^ — r'^ 

©eometrifd^e Sci^'^wng biefer ©tredte? 

502. 6. Seifpiel. Ueber ber ^^potenufe a eineä gleid^fd^enflig red^t- 
n)infligen ^reiedfd fei nad^ an^tn ein ^albtreid unb ein Quabrant befd^rieben, 
beffen SKittelpunlt ber Sd^eitel beä rechten SEBinlete ift. ©aS (äan^t breite fid^ 
um bie Halbierungslinie beS redeten ^infetö. Sered^ne ben 
3laum beö Umbre^ungSförperä, ber burc^ bie Don ben ÄreiS^ S^ö- 214. 

bögen umgrenjte 6ic^elfläc^e erjeugt mirb. SS$o liegt ber 
Sd^roerpunft ber Sid^el? 

3)aä gefud^te SSolumen V wirb erl^alten, votnn man 
ben Äegel, ber baS red^tminflige S)reierf jum 2ld^fenfd^nitt 
^at, um bie über feinem (Srunbfreiö fid^ erl^ebenbe Äugel rytr-- 
meiert unb um ben Äugelauäfd^nitt, ber burd^ ben Ouabranten 

erzeugt mirb, t)erminbert. Die Äatl^eten finb -^- a, bal^er finb bie 3Solumina 
beS Tegels ^ = ~ö" '^ ( ~2~ ) * "2 ~ 

ber ^alblugel ^ = ~q^ ^ \~2~) ~ 

beäSeftorS S = -|- .t (^ a) (^^a--|) = 
fomit 

V = K + H — S =- ~^— ;ra" 

Die ©d^merpunfte ber ©id^el, beS ©egments unb beä $albfreifeS liegen 
f ämtlid^ auf ber Umbrel^ungäad^fe ; le^terer teilt bie Entfernung ber beiben erfteren 
im umgefel^rten 3Serl^ältnig ber jugel^örigen gläd^en. 

Dreist fid^ baS Segment um eine gu feiner Seltne parallele Sld^fe burd^ 
ben ©d^eitel beä redeten SBinfelä, fo entftel^t ein Äugelring mit c^linbrifd^er 
2)urd^bol^rung oon ber $öl^e a, beffen Solumen befannt ift (488). §at ber 
©d^roerpunft beS Segments com Sd&eitel bie Entfernung s, fo ift nad^ bem 
Oulbtnfd^en Sa^ 



24 


a" 




7t 

12 


a» 




1/2 








6 


TT a 


7- 


-4 


1/2 
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tx)orau3 



s = 



a 



3 (;r — 2) 

3Rtt Scnü^ung bcS 4. Scifpiclä crgtebt fid^ bie Entfernung s' bcä ©d^rocr-. 
punftg bcS ^albfreifeS t)om ©d;cttcl beä redeten SEBinfclS 



"^ - 2 + 37r • 2 - V + Stt; 



a 
2^ 



nnb fomit, rocnn x ber Slbftanb bcr ©d^rocrpunftc beS ^albfrcifeS unb ber 
©id^cl, fj unb £2 i>ie gläd^cn bcä ©cgmcntS unb ber ©id^cl 

X __ f 1 

s' — S £2 

©urd^ ®infe^ung ber SBerte 



s* 



^-[2 . 3;r(;r — 2)/ 



a 



;r — 2 

8 



a 



r 1 /'a\'' TT 



8 



a 



= -^-a 



2 



wobei fid^ jeigt, bajj bie ©id^el bem red^troinlligen SDreierf pd^engleid^ ift, folgt 



X = —r , 2 7t . 

4 



a 
2" 



3;r 



a 

"2" 



a 
2 



unb fomit ber 2tbftanb beS ©d^roerpunfts t)on ber ©el^ne 

b. 1^. ber l^atbe Unterfd^ieb groifc^en bem bie ©id^el begrcnjenben ^alblreiä unb 

feinem ©urd^meffer, ber Seltne ber ©id^el, ift ber W)- 
ftanb beS gläd^enfd^roerpunftä ber Sid^el von il^rer ©el^ne. 

503. B. Sie Dberfläd^e beä oom A AB C erjcug^ 
ten Umbrel^ungSförperö bered^net fid^ al§ bie ©untmc 
ber t)on ben Seiten befd^riebenen Segelftumpfmäntel ju 

= ;ra (p + q) + ^b (p + r) + ^c (q + r) . 1) 

Setrad^tet man bie ©eiten beö aWittenbreiedfS H JK 
ate §eBel, in beren (Snbpuniten ©eroid^tc roirfen, bie 
ben bejüglid^en ©eiten proportional ftnb, fo erfennt 
man, ba| bie Sld^fenabftänbe ber 3)re(;punfte biefcr 
§ebel fid^ in ben ^robuften ber ©eiten beS 2)reiedE§ 
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ABC mit bcn Sld^fenabftänben bcr ©dfpunfte beSfelben barfteHcn Ittffcn. Xcilt 
man j. 33. bie Seite HJ in X im SSerpttniä 

XH:XJ = b:a 

am einfad^ften burc^ halbieren be§ ©egenroinfete HJK auf (Srunb beä Sa^eS: 
bie Halbierungslinie eines 2)reie(fn)inle(g teilt bie ©egenfeite im 3Ser]^ältni§ ber 
anliegenben Seiten, unb fäUt von H unb X bie 2ote auf bie Sld^fenabftänbe x 

unb -^-^ — ber fünfte X unb J, fo erl^ält man aus ber Slel^nlid^feit ber ent-- 
ftel^enben red^tminfligen 3)reiecfe 



p + q 



P + r 
2 
morauS 



a 



2) 



x(a + b) = a.i±i+b.i±i 



X ift ber gemeinfd^aftlid^e ©d^roerpunft ber S)reiecffeiten a unb b, in il^m 
l^at man fid^ ein ber Summe a + b biefer Seiten proportionales ©emid^t roirlenb 
ju beulen. SCeilt man f dE)lie^ltd^ , um and) bie britte Seite c in Setrad^t ju 
giel^en, XK im 5PunIt S im SSerl^ältniS 

XS :SK = c: (a + b) 

fo ift S ber Sd^roerpunlt beS UmfangS beS SDreiedfS ABC, b. 1^. berjenige ^un!t, 
in meld^em man fid^ baS ©emidtjt beS als fd^roer gebadeten UmfangS beS ©reis 
cdfs ABC »ereinigt gu benfen l^at, beffen Unterftü^ung alfo, menn man ftd^ i^n 
burd^ geroid^tlofe ftarre ^^ben mit bem Umfang t)erbunben benft, genügen mürbe, 
biefen im ©leid^gemid^t ju l^alten. 2)iefelbe SSetrad^tung roie biejenige für XK, 
auf bie anberen Seiten beS A HJK angemenbet, ergiebt, ba^ ber UmfangS^ 
fd)roerpunlt aud^ auf ben beiben anberen inneren SBinfell^albierenben biefeS 2)rciedPs 
liegen mu^, ba^ er fomit ber 3)littelpun!t beS S^^teifeS beS 50fittenbreierfS ift. 

q -f- r 

%äUi man von X unb S bie Sote auf bie Sld^fenabftänbe s unb -^^ — ber 

^Punfte S unb K, fo folgt auS ber 2lel^nlid^Ieit ber entftel^enben red^tminfligen 

©reiedfe 

s — X c 



q 4" r a -f- b 

— K s 



3) 



TDorauS 

q -\- V 
(a + b) s -f- c . s = (a 4" b) X + c . — s 

ober 

(a -f l3 + c) s = a . 2 — + ^ • — 2 "^ ^ ' — 2"""" 

woraus burd^ 3Kultiplifation mit 2 tt 

2;rs (a -f- b 4" c) = ^a (p -{- <l) + ^^3 (p + r) + :7rc (q + r) 

©auerbed, ©Icreomeiric. 17 
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' ^' = 2 TT s (a + b + c) 

3n 2ßottcn: Die Cbcrfläd^c bcS toon einem 2)reiecf erzeugten UmbreJ^unö^s 
lörperö, beffen Std^fe eine baS 3!)reiecf nid^t fdjneibenbe (Serabe ber DreiecfSebene 
ift, ifl gleid) ber Seitenfläd^e eineö über bem erj^eugenben 2)reie(! alä ©runbpd^e 
errid^teten fenfred)ten ^PriSmaä, baä ben t)om Umfangäfdfiroerpunft bes 2)reic(f§ 
befd^riebenen Äreig jur ^'öf)z Ijat. 

Del^nt man biefe SSetrad^tung auf ba§ 33ieredf an^, beffen ©eiten bte 2ld^fcn= 
abftänbe p, q, r, t l^aben mögen, fo bleibt bie SSejiel^ung 1) für ben 6d^n)cri 
punft X ber ©eiten a unb b; für ben Sc^roerpunft Y auf ber, X mit ber 3Ritte 
ber britten Seite c tjerbinbenben Strerfe folgt 

y — X c 



r+t a+b 

—2 y 

morau^ 

r + t 



y (a + b + c) == X (a + b) + c . ^ 
mittels 1) 






ßnblid^ ergiebt fiä) für ben Sld^fenabftanb s beä Umfangöfd^merpunftö S 
auf ber 3Serbinbungäftredfe t)on Y mit ber SKitte ber legten ©eite d 

s — y d 



p+t a+b+c 

— K — — 8 



iDorauS 

s(a + b + c + d) = y(a + b + c) + d. -^2jt± 

-a.^ + b.-EJ^ + c.-ili^ + d.^^ 
unb fomit 
2;rs (a + b + c + d) = >Ta(p + q) + ^b(q4-r) + :7rc(r + t) + 7rd(p + t) 

^^^^ = 2;r8(a + b + c + d) 

b. f). ber ©a$ über bie Umbrel^ungäfläd^e beä 5Dreierfö gilt auä) für ba§ SSieredf 
unb fomit für jebeä beliebige SSielei bc^m. für jebe beliebige ebene fium. 
Dal^er lautet 

ber ©ulbinfd^e ©a^ über bie Dberfläd^en tjon Umbrel^ung^^ 
förpern: 2)ie Dberfläd^e beä t)on einem beliebig umgrenjten ebenen gläc^enftüdf 
erzeugten Umbrel^unggförperS, beffen Sld^fe eine ben Umfang U beS fjläd^enftüdfä 
nid^t fd^neibenbe ©erabe ber Ebene beöfelben ift, ift gleid^ ber ©eiten^ ober 
SKantelfläd^e eines über bem erjeugenben ^läd^enftütf alä ©runbfläd^e enic^tctcn 
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fcnfrcd^tcn ^ßriömaä begrt). ßijlinbcrg, bcffen ^öl^e ber com Umfangäfd^Toerpunlt 
ber ©tunbfläd^e befd^riebcnc Äreiö ift: 

= 2:;rs.ü 

504» 3)ie ©ulbinfd^cn ©ä|e gelten nod^ für eine allgemeinere ©ruppe 
von gläd^en, bie entftel^en, roenn ein fefter ^unft eineö ergeugenben ebenen 
gläd^enftücfS eine beliebige Seitlinie fo burd^Iäuft, ba^ bie beroeglid^e ©bene gur 
Stid^tung ber Bewegung, b. ^. ^ixx S^angente ber Seitlinie im betreffenben ^unft, 
ftetä fenfred^t bleibt. 3)iefe ^läd^en l^eijsen Äanalftäc^en. 

^ür bie Umbrel^ungSfläc^en ift bie Seitlinie ein Ärei§. 

Seroegt fid^ g. 33. ein Ärei§ tjom §albmeffer r in ber üorgefd^riebenen 
SBeife längg einer Sinie t)on ber Sänge 1, fo f)at bie entftel^enbe Slöl^re 

ben Slaumin^tt Y = tct^ .1 
bie Dberflädie = 2;rr . 1 

Seifpiele. 

505. 1. Seifpiel. Sered^ne bie Dberflädie eineä ilreiswulfteö oon ber 
2)idfe 2r unb ber lichten SBeite 2 a. 

S)er 3)littelpunlt beä er§eugenben Äreifeö ift fomol^l ^läd^en^ afe Umfangg-- 
fc^merpunlt beäfelben unb l^at von ber 3ldf)fe bie Entfernung a -f r, bal^er 

= 2 ;r (a + r) . 2 ;rr = 4 ;r2r (a + r) 

^ft a = 0, fo l^at ber SBuIft in feinem 2Jlittelpunft einen ©elbftberül^rungSs 
ober 9labelpunft, bann ift 

506. 2. Seifpiel. 2)en Umfangäfd^merpunft eineä §alb!reife§ gu be^ 
ftimmen. 

2)re^t fid^ ber §albfrei§ um feinen 3)urd^meffer, fo erzeugt er bie Dber- 
flädie einer Sugel, bal^er, menn x ber Sld^fenabftanb beg gefud^ten ^unltö, ber 
aus ©rünben ber ©pmmetrie auf bem jur 2ld>fe fenf redeten ^albmeffer liegt: 

2;rx . TiT = 4;rr^ 
morauS 

2 



X = 



71 



507. 3. Seifpiel. Sered^ne bie Dberpd^e eineä ÄörperS, ber burd^ Um= 
brel^ung eineö regelmäßigen SSieledS von ungeraber ©eitenjal^I um bie von einer 
ede auf bie ©egenfeite gefällte §ö]§e h entfte^t. 

Sie Dberflädie beS von einem regelmäßigen n-^d befd^riebenen Umbrel^ungS-- 
förperS fe^t ftd^ jufammen au§ ber SWantelfläc^e eines ÄegelS, ben SJfantelfläc^en 

von — 2 — — 1 Äegelflümpfen unb bem von ber ©runbfeite a befd^riebenen 
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Ärcig. ©tnb hj, h^ . . . h jltJ. bic §öl^cn bcS Äegcfö unb bcr Äegclftümpfe, fo 
folgt, wenn () unb r bie $aI6meffer bcä 3«= unb Umfrcifcä bcä aSicIcdfö finb, 

= 2;r(i.hi + 2;r(>.h2 + ... + 2;r(>. h n-i -|- ;r . -i" 

= 2;r(? (hl + li2 + • • • + hjLzl) + -j-a- 

a* 
= 2;r(>h + ^ -7" 



2 



a« 



nun ift 

fomit 

= 27tQh -\- Tth {v — (>) 

b. 1^.: 2lttc regelmäßigen SSiclecfe tjon ungetaber Seitenjal^I— 2)reis, Sünf=, Sieben- 
edfe u. f. f. — , welche biefelSe §öl^e h l^aben, alfo auci) ber Ärciä über biefer §öl^e, 
erzeugen bei Umbrel^ung um biefe §ö^e Äörper von gleici)er Dberpci^e, nämlid^ 
t)on ber gläd^e eineö Äreifeä, ber jene §ö^e jum §albmeffer l^at. 



508. ®aö ^riämatoib ift ein ebener 3SieIfIäcl^ner, ber gwei parallel liegcnbe 
SSielecfe Gn, unb Gn von beliebiger, im allgemeinen ungleicher Seitenjal^l ju @runb= 
fläd^en l^at unb feitlid^ t)on m + n 35reiecfen begrenzt ift, beren jebeö mit bem 
einen 33ieledf eine Seite, mit bem anberen eine 6dfe gemein l^at. 

©inb bie ©runbfläc^en fongruente reguläre SieledPe, beren 3Kittelpunftc 
bejüglid^ ber ©runbfläd^en fenfred^t übereinanber liegen, unb finb biefelben in il^ren 
6benen fo gegeneinanber tjerbrel^t, baß burd^ 3Serbinbung ber ßcfen im Si^ä^cf 
fongruente gleid^fd^enllige 2)reiec!e entftel^en, fo ift baS ^riSmatoib regulär unb 
l^eißt 3^rommel. 

Um meieren SBinfel finb bie ©runboielecfe eines regulären fenlred^tcn 

nsfeitigen ^riämaä in il^ren &htmn gegeneinanber ju breiten, um eine 2^rommeI 

360^ 
ju erl^alten? Slntroort: Um -^ — . 

©g ift möglici), ben Slauminl^alt beö 5ßri§matoibS auä feinen ©runbfläd^en 
Gm unb Gn, il^rem Slbftanb, b. f), ber §öl^e h beS ^PriSmatoibä, unb bem fogeti. 
3Wittelfd£|nitt S, b. i. bie gläc^e beö burd^ bie ^ßarallelebene im mittleren 2lbftanb 
in ben ©runbfläd^en erzeugten (m + n)'®dfä, ju bered^nen. 

2)ie ©benen, meldte von einem beliebigen $unft beä SKittelfd^nittä auö 
bie Kanten projizieren, gerlegen baä ^ßriSmatoib in m + n + 2 ^ß^ramiben, roeld^c 
bie ©runb'- unb ©eitenfläd)en beä ^riämatoibö ju GJrunbfläd^en unb SPunft 
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5ur gemcinfamen Spi^e l^abcn. 3!)ic ^^eilppramibcn über bcn ©runbfläd^en bc§ 

^riämatoibä l^abcn bte §öl^e -ö"; i^^^ SSoIumina finb ballet ^ Gm . tt unb -ö-Gn . -ö". 

2)ie ©eitenp^ramibcn bcred^ncn fid^ mit §ilfe bcä 3KittcIfci^ntttö. 3)icfer fd^neibct 
oott jebem feitlid^en S)reiccf ABC ein biefem äJ^nlid^eä 35reiecf EBF ab, bcffcn 
Seiten l^alb fo lang finb, baS fid^ fomit nad^ bem ©a^ über bie ^läd^en äl^n^ 

(id^er SSielerfe jur ©eitenfläd^e üerl^ält rote 1^ • ("ö") • ^i^ über biefer ®eiten= 

f(ädf)e ftel^cnbe ^Ppramibe — ABC ift bal^er viermal fo grofe a(§ bie burd^ ben 

SWittelfd^nitt abgetrennte breifeitige — E B T, 

benn beibe ^Ppramiben l^aben biefelbe §öl^e, il^re S^Ö» 216. 

^nl^alte ftel^en alfo im 3Serl^äItniä ber ©runbfläd^en. 

2)iefe 33etradt)tung gilt für jebe feitlid^e ^Ppramibe, 

bal^er beträgt au^ bie ©umme aller feitlid^en ^pras 

miben ba§ 3Sierfad^e ber ©umme affer burd^ ben 

3RitteIfd^nitt von il^nen abgetrennten breifeitigen 

^pramiben. SBäl^It man al§ ©runbfläc^en le^terer 

il^re im SKittelfd^nitt liegenben 3)rciedfe, biefelben 

l^aben bie gemeinfd^aftlid^e (Sit unb bie ^läd^e S 

beS SKittelfd^nitti gur ©umme, fo ift, ba -s- bie 

^ 1 h 

Ööl^e fämtlid^er m + n breifeitiger 5ßpramiben, il^r 3laumin{)alt -ö- S . -^ unb 

fomit baS 3SoIumen beä ^riömatoibä 

V-— G — + — G — + 4 — S — 
ober ^ __ Gm + Gn + ^S ,. 




6 

bal^er 

©a^: 2)aS ^riömatoib ift raumglcid^ fed|ä ^pramiben, bie fämtlid^ bie 
j^albe §öl^e be§ ^rimatoibä §ur §öl^e l^aben, gmei biefer 5ßpramiben l^aben bie 
©runbfläd^en beS ^riömatoibä, bie übrigen oier ben 5Dlittelfd^nitt beäfelben ju 
©runbfläd^en; ober: 3)aä ^riömatoib ift raumgleid^ einem ebenfo l^ol^en ^ßriSma, 
roeld^eS baä arit^metifdje 3Kitte( au§ ben ©runbfläd^en unb bem oierfad^en 2JlitteI= 
fd^nitt beö ^riömatoibä gu ©runbfläd^en l^at. 

509. 311g ^riämatoibe lönnen betradE)tet merben: 

1. 35ag gerabe unb bag fdC)iefe 5ßriäma. 

3iei^e in jeber ©eitenfläd^e eine diagonale, fo entfte^t ein ^riöma^ 
toib, bei meld^em je gmei ©eitenfläd^en in eine @bene fallen. 

2, 2)ag fd^ief abgefdt)nittene breifeitige ^riäma. 

9Bäl^Ie eine ©eitenfläd^e jur ©runbfläd^e unb jiel^e in ben beiben 
anberen ^^rapejfeitenfläd^en je eine 3)iagonaIe. 2)ie 3)edf(äd^e fd^rumpft 
in bie ^ur ©runbfläd^e parallele Äante jufammen. 
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3. 2)a§ fd^icf abgefd^nittenc t)icrj'eitige 5ßriäma. 

3n)ei parallele Seitcnfläd^en finb alä (Srunbebencn ^u nel)men. 

4. 2)aö n-feitige fd^ief abgefd^nittene ^riöma. 

3)aöfelbe wirb mit §ilfe von n — 3 2)iagonaIebenen in n — 2 brei- 
feitigc fd^ief abgcfd^nittene ^riömen jerlegt. 

5. 2)er gerabe unb ber fc^iefe ßplinber. 

Setrad^te biefelben alä G5renjfaII be§ 5ßriämaS. 

6. 2)ie 518t)ramibe. 

2)ie 2)erffläd^e ift in einen ^un!t jufammengefd^rumpft. 

2)ie breifeitige ^^ramibe inöbefonbere fann auc^ fo gefteltt roerbcn, 
ba^ irgenb jroei ©egenlanten, man benfe fid^ bie ^araHelebenen burc^ 
fie gelegt, alö ©runbfläd^en genommen merben (frpftattograpljifd^e Stel- 
lung). 

7. 2)er ^Ppramibenftumpf. 

3ief)e in ben feitlid^en 2^rapejfläd^en je eine diagonale. 

8. 2)er Kegel. 

©renjfaH ber ^pramibe. 

9. 2)er Äegelftumpf. 

©renjfall beö ^pramibenftumpfö. 

10. ®er Dbeliöl. 

6tn ebener 3SieIfIäc^ner, umgrenjt oben unb unten t)on gwei n-dätn, 
beren entfpred)enbe ©eiten parallel finb, als ©runbfläc^en unb t)on 
n SCrapejen alö Seitenflächen. 

Sinb bie ©runb^ unb 3)edfanten aud^ nod^ proportional, fo finb 
bie 3SieledEe äl^nlidf), bie ©eitenfanten gelten burd^ einen $unft, ber 
Dbeliöl ift alöbann eine abgeftumpfte ^pramibe. 

Sinb entfpred^enbe ©runb^ unb 2)edffanten gleid^, fo wirb ber Cbe- 
liöf ^um ^riäma. 

©in breifeitiger Cbeliö! ift ftetö ein ^pramibenftumpf. 

510. SBenbet man auf biefe Körper jum S^td ber S3ered)nung il^rer SRaum- 
inl)alte ben für baö ^riömatoib gefunbenen Sluöbrurf an, fo ift j. 33. für ben 
^pramibenftumpf, wtnn x bie §öl^e ber ßrgän^unggp^ramibe, 



l^G": l/S~: V/G^= (x + li) : (x j- y ^) • 



X 



2)a auf ber redeten Seite baö 5Kittelglieb baö aritJ^metifdje 5Dlittel ber beiben 
anberen ©lieber ift, fo mu^ bie§ auc^ linfg ber ^alt fein, fomit 

unb fomit 

S = ^ 



= i ( «^^ + VOW) 
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unb bälget ba§ 3So[umcn be§ ^^ramibenftumpfä 



V = |(G + a- + 4. ^ + ^' + -^^^^' ) 

G + l'GG^+G' , 
= 3 • ^ (oeröl. 463). 

510 a. Sinb ^nl^alt, ©runbfläd^cn unb §5l^cn beä ^Ptiämatoibö bcfannt, 
fo bient bcr 3luäbrudf für V anä) viü^ad) baju, ben 9KitteIfd^nitt S ju bered^nen. 



5)ie $imp|bnf^en Körper.*) 

511. Sämtlid^c, big jc^t betrachteten Körper fönnen, bcjügltd^ ber ^z- 
red£)nung il^re§ Slauminl^alteg , einer allgemeineren ©ruppe t)on Körpern guge-- 
roiefen werben, roeld^e man bie Simpfonfd^en nennt. 

Seber t)on groei beliebigen paxaütkn SSieledfen Gm unb Gn al§ ®runb= 
fläd;en unb t)on ebenen ober gefrümmten gläd^en alä Seitenpäd^en umgrenjte 
Körper, ber bie Gigenfd^aft l^at, ba^ bie %lää)z X eine§ ben ©runbfläd^en 
parallelen 2)urd^fd^nittä eine ben britten ©rab nid;t überfteigenbe rationale 
^unftion be§ 2lbftanbö x ift, um meldte bie S)urc^fc^nittSebene t)on einer @runb= 
ebene ober einer beliebigen anberen feften gu biefer parallelen ©bene abftel}t, 
i^ei^t ein ©impfonfd^er Körper. 

512. ©impfonfd^e Körper finb fonad^ 

1. $t)ramibe, $pramibenftumpf, Kegel, Kegelftumpf. 

3ft X bie Entfernung be§ jur ©runbebene parallelen ©urd^fd^nitts X 
t)on ber Spi|e, bie in biefem gaH bie fefte Gbene erfe^t, üon ber aus 
bie 3lbftänbe x ju meffen finb, fo folgt 



S- = ¥^ »ber X= ~.x^ 



alfo X eine ^wi^^tiöi^ groeiter Crbnung. 'iSia^ für bie 5Pt)ramibe gilt, 
gilt aud^ für ben Unterfd^ieb jroeier ^pramiben, b. f). ben Sp^ramiben-- 
ftumpf, unb fomit aud^ für Kegel unb Kegelftumpf. 

2. 2)er Dbeliöf. 

S)er Seraeiö für ben breifeitigen fällt unter 1). Seim oierfeitigen legt 
man burd^ eine ber Seitenfanten eine beliebige ^hzm big jum ©d^nitt 
mit ben beiben nid^t anfto^enben ©eitenfläd;en unb ermeitert bie ©runb-- 
ebenen, fo erfd^eint ber Cbeliöf alö Unterfd^ieb eineä größeren unb §meier 
fleinerer breifeitiger Cbeliälen, für meldte 1) gilt, ^eber n-feitige 
Dbeliö! fann alg Unterfc^ieb eineg größeren breifeitigen unb n — 2 flei-- 
ncrer breifeitiger DbeliöJen betrad^tet rcerben. 



*) ©impfon, ^rofeffor ber 9Jlatl^ematif ju Söoolroic^, geftorben 1761. 
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3. Daä 5ßtiSmatoib. 

S)er 9lac^n)ei8 1) gilt and) für bic Summe aller ^Ppramiben, auS 
benen ftd^ baä ^riSmatoib jufammenfe^t. 

4. Äuflel, Äugell^aube, Äugelfd^id^t, ÄugelauSfd^nitt. 

Scber ju einem ©ro^freiä parallele 6d&nitt im 2C6ftanb x liefert 
einen Äreiä, beffen gläd^e 

X = ;rR2 — ;rx« 

eine ^unftion jroeiter Crbnung ift u. f. f. 

513. 2^eilt man bie $ö^e h eines ©impfonfd^en Äörperä in n, eine 
beliebige, aber fel^r gro^e äln^al^l gleid^er ^eile unb legt burd^ bie 3^eilpun!te 
^araffelebenen ju ben ©runbfläc^en, fo mirb ber Äörper in n fel^r bünne Scheiben 

t)on gleid^er §öl^e — gerfd^nitten, roeldf^e gemä^ frül^er im ©rengfaH n = oo al§ 

priSmatifd^e Körper betrad^tet werben bürfen. ^ür bie im Umfang biefeä Sud^ä 

in Setrad^t fommenben Körper genügt eä, bie SDurd^fd^nittöfläd^e X alä gunf* 

tion jmeiter Drbnung beS 2lbftanbS x von ber feften ©runbebene angunel^men. 

@§ fei alfo 

X = a + bx + cx'' 

3)ann finb bie ^läd^en ber einzelnen burd^ bie 2^eilpunfte gelegten SJurd^- 
fc^nitte 



1 l'^ 
fj = a + b. — h + c.-^.h 

2 2« 

f^ = a + b.— h + c.-^.ll' 



f 11 = a + b . — h + c . — i" . h' 
' n ' n* 



2 



fomit bie SBolumina ber einzelnen priämatif d^en ©d^eiben 

— h.f. =a. — h + b.-^h^ + c.-Vli' 
h.fi =a. — h + b. — ^ h^ + <5 . 



n * n ■ n* ' n^ 



1 '* 1 2 

— h.fn=a. — h + b.-^h* + c.^h» 



n n n* n* 



Somit baS gefurf)te SSolumen V gleich ber ©umme aUer ©d^eiben 

V=ali + b(l + 2 + 3 + ... + n)^ + c(r + 2» + 3« + ... + ii')^ 



jj. , V . . . ' ' n' 
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?llun erhält man bic Summe bcr n crften S^^^I^n burd^ folgenbc Ucbcr^ 
legung: Die ©umme beä crften unb legten, beö groeiten unb tjorle^ten ©liebet 

u. f. f. ift unt)eränbert n + 1, fomit ift, ha bie n S^i^Ien -g" ^^^ 8" jroeien in 
bicfer SBeife vereinigt werben lönnen: 

l + 2 + 3 + ... + n = -|-(n+l) 

2)ie Summe ber n erften Ouabratjal^len ergiebt ftd^, wenn man in ber 
fubifd^en ©leid^ung (3»bentität) 

(x — 1)» = X» — 3x2 + 3x — 1 

für X, ber SReil^e nad^, bie ganjjal^ligen SBerte 1, 2, 3 ... n fe^t, bann folgt 

03 = is_3 i«^3 1_ 1 

18 = 2' — 3.22-f3 .2—1 
2' = 3» — 3 .3«-j-3. 3 — 1 



(n — 1)3 = n'» — 3 . n'^ + 3 . n — 1 

fomit burdj Slbbition ber fenlred^ten Sleil^en 

0=n' — 3 (1^ + 2«+...+ n^) + 3(1 + 2 + ... + n) — n 
unb l^ierauS 

P + 2^ + ...+n2=^ + (l + 2 + ...+n)--|- 

n' n (n + 1) n 



2 3 

__ ^ n^ _n_ __ n(n + l)(2n + l) 
"~"3^"2~'"6~" 6 

Se|t man bie SBerte für biefe aritl^metifd^en Steil^en in V ein, fo folgt: 

t 

Sfiäirb bie 3lnjal^( ber priSmatifrfjen bünnen Sd^eiben unenblid; gro^, alfo 
n = oo unb ba^er — = , fo folgt alg ©renje baö gefud^te SSoIumen be^ 
Simpfonfc^en Äörperä 

3ur Ermittelung ber brei ©rö^en a, b, c, roel^e bie SDurdf)fd^nitt§fIäd^en 

X = a + bx + cx'^ 

Beftimmen, genügt bie Äenntniä breier 2)urd^fd^nittgf(äc^en , am einfad^ften bie 
ÄenntniS ber ©runbebenen unb beS 5DlitteIfd^nittS. Gä ift für 
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X = Gm = a 



iDOtauä 



x = -^ S = a + b . -g- + c . -j 



b = -^(4S-3Gm-G„) 

c = -^(Gm + Gn — 2S) 
fjDtttit 

V = Gm . h + (4S — 3Gm - Gn) -|- + (Gm + Gn — 2 S) -^ li 

ober TT _ tirm -]- Gn + 4- S 

> — ^ n 

t)ag ift berfelbe Sluöbrucf wie für baä ^riämatoib, bal^cr 

Sa^: 2)ic Simpfonfd^en Körper gelten für bie Sered^nung i^rer Staunt; 
inl^alte alö ^riämatoibe. 

IgSerec^nung eienex ^ta^enflüAe na^ ^impfen (^itabtafttt). 

514, ©rroäl^nt fei l^ier bie ©titigfeit ber © impf onfd^en Formel aud^ für 
t)ie ©eontetrie ber (£6ene. SSerläuft, gig. 217, eine Äurtje fo, ba^ bie 3l6ftänbe y 
i^rer fünfte von einer feften X=3lci^fe rationale gunftionen il^rer jugel^örigen, 
vom 3JulIpunft au§ gemeffenen x finb, roetd^e ben britten @rab nic^t überfteigen, 
fo ift bie von X=3ld^fe, ÄurtJC unb ben ju xq unb x^ gel^örigen ©renjabftänben jo 

unb yi eingefd^Ioffene ^(äc^e, wenn y.^ bie im mittleren 2lbftanb e = — ^— 

3u ben ©renjabftänben gezogene ^araHelftrerfe ift 

f ^ .Zo + llL+ZL (., _ ^) 

Semeiö mie oben: ®ie gläd^e fe^t fid) gufammen auö unenblid^ Dielen, 
ixnenblid^ f^malen Sled^tedfen t)on ber Sreite — ^ für n = 00. 

3SerIäuft bie Äuroe nad^ irgenb meld^em anberen ©efe^, fo teile man bie 
jroifd^en ben ©renjpunften (x2n, y2n) unb (xo, yo) Uegenbe Stredfe ber X^Sld^fe 
in 2 n, eine möglid^ft gro^e Slnga^l gleid^e Gleite unb meffe bie biefen 3^eirpunften 
zugehörigen y, bann tonnen, ba bie bejeid^neten Sturoenpunfte in näd^fter 9iä^e 
liegen, je brei fid^ folgenbe, ol^ne ju großen ^el^Ier, alä fo(d;e betrad^tet merben, 
meldte mit fämtlidf^en, gmifd^en i^nen liegenben Äuroenpunften fold^e Slbftänbe y 
befilen, bie ber obigen gunftionsbebingung genügen. 2)ie Don ygn unb yo, 
ßuroe unb X^Sld^fe eingefd^toffene gläd^e F ift fomit, ba ber 2lbftanb, in mcld^em 

fid^ bie 3^eilpunfte ber Xs2ld[)fe folgen, e = — ^-^ ^ ift, mit um fo größerer 

3lnnäl^erung, je größer bie Slnjal^l ber 2^eile gemäl^It wirb: 
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¥ = 



X2n 



^0 



6^ [(yo + 4yi + y,) + (y, + 4y, + y4) + . . . 

+ (y2n— 2 + 4y2n— 1 + y2n)] 
X2n — Xo 



6n 



[yo + J2n + 2 (y2 + y4 + • • • + y2n-2) 

+ '^ (yi + y3 + • • • + y2n-i)] 



§iernad) lä^t fid^ bie fyläd^c jcbeS t)on einer fieliebigen ^uroe umfd^Ioffenen 
%txU ber ©6ene mit großer Slnnäi^erung 6ered^nen. ^Ran l^at bie gläd^e nur 



gig- 


217. 




^-X. 


X. 


^^\ 


? 


Jk\ 




Jz 


-5( 


/ 


Y"/ 



gig. 218. 




-r 



burd^ gtüecfmä^ig gcroäl^Ite ^ParaHelgeraben in Streifen ju gerlegcn unb auf biefe 
bie ©intpfonfd)e ^ormel anjuroenben. §ig. 218. 



93eifpiele. 

515. 1. Seifpiel. Sered^ne ben SJauminl^alt eineö ^affeS, beffen ©tunb-^ 
Päd^cn fongruente Äreife t)om lid^ten 2)urd^meffer d finb, raenn D bie ®punben= 
tiefe, b. 1^. ber lid^te 3)urd^meffer beö 9Jlittelfd^nittg, unb h bie §öl^e begro. Sänge 
be§ ^affeö ift, t)orauägefe|t, ba^ ba§ gafe ju ben Simpfonfd^en Körpern gel^ört. 

eg ift 



V 



_h_ fn 



516. 2. Seifpiel: Sered^ne ben Slauminl^alt txm^ fd^iefabgefdtinittenen 
^Priämaä begro. ßplinberö. 

3}lan gel^t au§ t)om einfad^ften $riäma, bem breifeitigen , unb betrad^tet 
biefeö als ^riömatoib, ba§ eine ©eitenfläd^e beö 5ßriSma§, ba§ S^rapeg mit ben 
5ßaraIIelfeiten a unb b, beren Slbftanb e fei, jur ©runbpd^e l^at, wäl^renb bie 
®erff(äd^e gur ^arattelfante c gufammenfd^rumpft. ®er 3)littelfd^nitt ift ebenfaKö 

"^ — ö — f '^txzn 3lbftanb -^ be- 



ein 2^rape§ mit ben 5ParaIIeIfeiten 



unb 



268 



^örperbered^nungen. 



trägt, bal^cr, wenn h bcr 2lbftanb bct Äante c von bct ©ntnbcbeitc ift, gefuc^teä 
SSoIumcn 



V = 



( 



a + b 



. e-f-0+4. 
eh 



a -|- c b -|- c 



• 2/ 



6 



• =(a+b + c) 

ober, ha eine ju ben ^araffelfanten fenf redete 
®6ene ben Duerfd^mtt Q erjeugt, ein 35reiecf, 
baö bie ©runbfeite e unb bie §öl^e h, alfo bie 

gläd)e — y- l§at, 

^T / I V I \ Q a + b + c 
V = (a + b + c) ^ = g . Q 

2Bie in 494) bered^net fid^ ber 2(6ftanb s 
beg ©d^roerpunft^ ber 3)edffläd^e von feiner 
^arattelprojeftion, bem ©d;n)erpunft ber ©runb-- 
flttc^e (^ig. 219) au§ 

a — s 2 



Sig. 219. 




a + b + c 



s 



b + c 
2 



fomit 

©a^: 2)a§ fd^iefabgefd^nittene breifeitige 5PriSma ift raumgleid^ einem über 
bem Duerfd^nitt errid^teten fenfred^ten ^ßriöma, beffen §öl§e bie ben Seitenfanten 
poraffele 3SerbinbungSftredfe ber ©d^werpunfte ber fd^iefen (Snbfläd^en ift. 

. 516 a. 3)a jebeä fc^iefabgefd^nittene breifeitige ?ßriSma burd^ ben an bcs 
liebiger ©teUe gefül^rten Duerfd^nitt in jmei fenfred^te, fd^iefabgefd^nittene brei- 
feitige ^ßriämen jerlegt mirb, fo fül^rt aud^ bie Serec^nung le^terer pm 3^^^- 
2)iefe erfolgt entmeber 1. inbem man baS fenfred^te fd^iefabgefd^nittene breifeitige 
^riöma alä ^riämatoib betrad^tet, ober 2. baburd^, ba^ man burd^ ben oberen 
@nbpun!t ber fteinften ©eitenfante eine ^Parattelebene jur ©runbfläd^e legt, moburd^ 
ba§ ^riäma in ein fenfredjteä breifeitigeä ^Prisma unb eine oierfeitige ^Ppramibe 
gerlegt mirb. 

516 b. ^ül)rt man bie Setrad^tungen 516) für baS fd^iefabgefd^nittene 
oierfeitige 5ßri§ma au§, beffen Ouerfd^nitt ein ^arattelogramm mit ber ©runb^ 
feite e unb ber §ö]^e h ift, fo folgt, wenn a, b, c, d bie ©eitenlanten finb, 



=(- 



o • ® I o . e -j- 4 . 



a + d , b -]- c 



2 



.=) 



h. 
6 



a+b+c+d a+b+c+d _ 
-. . eh = ;i . Q 
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516c. 6inc anbcrc Söfung liefert bie Setrad^tung 516 a). S^ri^S* ^^^ ^^^ 
fd^iefe »tetfeitige 5ßriäma mittete einer 3)iagonaIebene in jroei fd^iefe breifeitige 
?ßriömen mit ben Duerfd^nitten Qi unb Q^ unb ben 6c^n)erpunltäabftänben s^ 
unb 82 ber jugeorbneten 2)reiedfägrunbfläd^en i^ unb k, bejw. i^ unb k2, in meldte 
bie @nbflä(^en J unb K beS t)ierfeitigen 5ßriömaS gefpalten merben, fo ift 

V = Qi . si + Q2 . 82 

9lun teilt ber ©d^roerpunft S beä SSicredfö J bie SSerbinbungSftredfe ber 
©d^merpunlte Sj unb S2 ber ©reiedfe ii unb £2 im 3Ser]^äItni§ 

SSi:SS2 = i2:ii 
2)al^er ergiebt fid^ ber Slbftanb s ber Sd^roerpunfte üon J unb K auö 

Q[ — 8 ij 



8 — 82 li 

3lad) ben ©efe^en ber 5paralfelperypeftit)e fte^en aber bie ^rojeftionen 

zweier gläc^enftüdfe im gleid^en SSerl^ältniä wie biefe fjläd^enftüdfe felbft, benn 

gemäjs 76) ift, menn qp ber SBinfel ber ®benen J unb Qi, 

• o 

Qi = C08 qp . ij Q2 = cos Qp . 12 fomit -.— = jr 

12 H] 

unb baber « « n 

^ S| — 8^2 



^2 



8 — Sj Q, 

morauö 

QiSi + Q2S2 = (Qi + Q2) s 
ober 

V = Q.s 
b. 1^. 

©aft: 2)er Slauminl^alt beö fd^iefabgefd^nittenen t)ierfeitigen 5ßriäma§ ift 

gteid^ bemjenigen eineä fen!redf)ten, baö ben Querfd^nitt gur ©runbfläd^e unb bie 

ben ©eitenfanten parallele 3Serbinbung§ftretfe ber ©d^merpunfte beiber ©nbfläd^en 

3ur §öl^e l^at. 

516d. 3)ie SBergleid^ung ber (Srgebniffe 516b) unb 516c) liefert 

a -\- h -\- c -\- d 

B = 4 

b. f). bie 35erbinbungöftredfe ber ©c^merpunfte beiber @nbfläd^en beä fd^ief^ 
abgefd^nittenen Dierfeitigen ^ßriämaS ift ba§ aritl^metifd^e 3KitteI au^ ben t)ier 
©eitenfanten. 

SBie lautet ber ©a^ für baä n^feitige 5ßriäma? 

516 e. ^ül^rt man bie Setrad^tung 516c) für baö n^feitige 5priöma burd^, 
inbem man baöfelbe Don einer ©eitenfante auä in n — 2 breifeitige 5ßriSmen 
gerlegt, fo folgt allgemein 

©a|: ®er Slauminl^alt eines beliebigen fd^iefabgefd^nittenen ^Priömaä ober 
(Splinberö ift gleid^ bemjenigen eineä über bem Querfd^nitt errid[)teten fenfred^ten 
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^riSmaö bejtü. G^linbctä, beffcn ^'öf)t bic bcn Seitenlinien parallele 35erbinbungöj 
fttecfe ber ©d^werpunfte bet Beiben ßnbfläd^en ift, alfo ^ßrobult au^ Duetfc^nitt 
unb Silbftanb ber ^läd^enfd^njerpunfte ber 6nbf(äcl)en. 

517. @in äl^nlidEier Sa^ beftel^t für bie Seitenfläche M beS fd^iefabgefc^nits 
tenen 5Priömaä begn). ßplinberö. ®rftere fe^t fid^ jufammen au§ n S^rape^en, 
roeld^e bie ©d^nittgeraben hi, h^, h3 . . . ntit bem Duerfd^nitt Q ju §öl^en ^aben. 
©inb w^, w^, W3 . . . bie 3Rittellinien, fo ift 

M = Wi hl -f" ^2^ -|- W3h3 -f- . . . -|- Wn . lin 

gi^j 220. Seftimmt man in ber @6ene beS Qucrfd^nittä ben 

y ©d^roerpunft ber §ö^en h^ unb h2, inbem man bie 

3SerbinbungSftrerfe il^rer SKitten im SSerl^ältniS h2 : h^ 

teilt (t)ergl. 503 B), unb giel^t burd^ ben 5CeiIpunft bie 

^araHelftreie v^ gu ben ©eitenfanten bi§ gum ©d^nitt 

mit ben fd;iefen ßnbfläc^en beS ^riSmaS, fo ift nad^ 

503 B): 

V| — W\ h^ 

W2 — vj ~" hl njorau§ 

wihi + W2h2 = Vi (hl + ^2) 
2)e]^nt man biefe Setrad^tung auf ba§ von ben 5|BaratteIfeiten W3 unb V| 
gebilbete S^rapej au§, inbem man bie SSerbinbungSftredfe ber 5Dlitte von h^ unb 
be§ ©d^roerpunftä t)on h| + ^2 im 3Serl^äItniö (hi + h^) : h^ teilt, unb mieber 
bie ^araUelftredfe V2 ju ben ©eitenfanten jiel^t, fo folgt 

Wi hl + W2h2 + W3h3 = V2 (hi + h2 + h3) 

unb fd^liefelid) für baä le^te üon ben ^arallelfeiten vn-i unb wn gebilbete STrapej 

Wj hl + W2 h2 + . . . -|- Wnhn = Vn (h| -j- h2 -f- h3 -f- • • • + hn) 

ober 

M = Vn . U 

b. ^. 

©a|: S)ie ©eitenfläd^e eine§ frfiiefabgefd^nittenen $Priämaä bejm. 6^Iinber§ 
ift gleid^ berjenigen eines über bem Cluerfd^nitt errid^teten fenfred^tcn ^ri§ma§ 
bejm. ßplinberä, beffen §ö]^e bie oon ben ©nbflärfien begrenzte, im Umfangt? 
fd^merpunft be§ Cluerfd^nittS errichtete ©enfrec^te ift, alfo 5ßrobuIt auS Umfang 
be§ DuerfdEinittä unb jener im UmfangSfd^merpunlt errid[)teten ©enlred^ten. 

518. 3. Seifpiel: SWauminl^alt be§ ^ri§matoib§, in anberen S5eftimmungg= 
ftüdfen bered^net. 

^rojiijiert man bic feitlid^en S)reiedEe eines ^PriSmatoibS auf bie ©runbs 
fläd^e G, fo ift, xvznn bejm. U bie algebraifd^e Bximmt ber ^rojeltionen ber 
^reiedfe, meldf^e mit ber ©edfläd^e D begm. ©runbfläd^e G eine ©eite gemein 
l^aben (Cbers, Unterbreiedfe), 

unb ba von jebem Cberbreied A ber 2^rapejteit -. A, t)on jebem UnterbreiedE A' 
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ber, bcr ©pi^c ju gelegene 2eil -j A' fic^ itt ben 3KitteIfci^nitt projiziert, fo folgt 

unb fomit baö SSoIumen beä ^riämatoibä 

V = (Gm + Gn + 4S) I 

= [(D + + U) + D + 4 (d +1 + |u)] I 

= (3D + 20+U)| . 1) 

2 
^ül^rt man nid^t im mittleren Slbftanb , fonbern in ber Entfernung -w h 

tjon ber ©runbfläd^e einen ©urd^fci^nitt T, fo ift, ba bie §Proj[eftionen ber feit- 

4 5 
(id^en Dberbreiedfe xoxt biefe felbft im SSerl^ältniS -q : q , bie Unterbreiedfe mie 

18.,, ^ ^ 

~Q : -Q^ geteilt merben, 

T = D + |o+^U 2) 

4 8 
T = G_-^-0- ^U 3> 

TOorauS jur ^robe 

= D — G + + U 

axx^ 2) unb 3) folgen bie SBerte 

= -|t-2D- jG 



U = -|-T + D+-f G 



bal^er 



V = [sD + 2 ( |t - 2D - |g) - I T + D + ^- g] 



h 
3 



= G. J + T.-|h 

ober ,, G + 3T , 
\ = 4 .h 

ein infofern einfarfierer Sluöbrucf benn ber frül^ere, tt(ä nur groei ^läd^en ^u 
meffen finb. 3« SBorten: 

3)aS 5Priämatoib ift raumgleid^ ber Summe j^roeier ^riSmen, baä eine 
über ber einen ©runbfläci^e beö ^riömatoibö fte^enb unb t)on ein SSiertet ber §öl^e 
beöfelben, baä anbere über bem in gmei I)rittel ber §öl^e gefül^rten paraHelen 
SDurd^fciinitt errid^tet unb t)on brei 3Siertel ber §öl^e be§ ^riömatoibä. 

519. 4. S3eifpiel. 33ered^ne baS SBoIumen eineä SWotationSettipfoibö. 

5DaöfeIbe ift als Simpfonfd;er Äörper ju betrad^ten, beffen ©runbfläd^en 
Gm = Gn = 0, beffen $öl^e h = 2b bejm. h = 2a ift, je nadt)bem bie b^Sld^fe 
bejtt). asSld^fe ber erjeugenben ßHipfe 3)rel^ad^fe ift. ©omit 



Va =— TT- . 4:7lh^ = -TT nSih^ 
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Vb = — g— . 4;ra^= -g-^a'b 

6 • ^^ "" 3 
@ä ücrl^alten fid^ alfo bie 3So(umina beiber ©Hipfoibe: 

Vb : Va = a : b 

520. 5. Scifpiel. Sercd^ne baS 35oIumcn bcS brciad^figen (SUtpfoibä. 

2)rei ju ctnanbcr fcnf redete, fid^ gegenfettig l^albierenbe Stredf cn 2c>2b>2a 
feien bie Sld^fen breier ®llipfen, beren (Sbenen fomit fenfred^t aufeinanber [teilen, 
(^ig. 179). 3Kan rüix\)k bie föbene (ab) einer biefer fogen. ©runbettipfen roagred^t 
unb geid^ne in jeber ju il^r parattelen @6ene 2 au§ ben beiben ju einanber 
f enfred^ten unb fidf) gegenfeitig l^albierenben Seltnen 2 u unb 2 v, nad^ weld^en 2 
bie beiben anberen ©runbellipfen (a c) unb (b c) fd^neibet, alö 2ldf)fen eine ©ttipfe, 
fo erfüllen bie unenblid^ »ielen, berart erjeugten ßttipfen bie ^Jläd^e eineä brci= 
ad^figen SttipfoibS, baä für a = b in baS groeiad^fige ober SiotationSeffipfoib 
unb für a = b = c in bie Äugel übergebt. 

Stile §ur &itm einer ©runbeUipfe parattefen ©benen fd^neiben ba§ brei= 
ad^fige ©Ilipfoib nad^ ®IIipfen, bie biefer ©runbeHipfe äl^nlic^ finb, benn benft 
man firf) in ben ©runbebenen (a c) unb (b c) um ben 3Jlitte(punft beä ©HipfoibS 
itn Ärei§ mit c befd^reiben, fo erl^ält man burd^ SSerlängerung Don u unb v 
biefelbe Äreiöfel^ne q unb eS ift gemä^ ber ßigenfd^aft 273) bejm. 275) ber ©ttipfe : 



u 


a 


q 


c 


V 


b 


q 


c 


u 


a 



fomit 

V "" b 

©d^nitteHipfe unb ©runbeHipfe l^aben alfo proportionale äld^fen, fold^e (Sffipfen 
l^ei^en äl^nlid^. 

Sä^t man bie ©runbettipfe (ac) um bie c--3ld^fe rotieren, fo ergeugt fie 
ein 3lotationäelIipfoib, beffen 3SoIumen mit bemjenigen be§ breiad^figen oerglid^en 
werben fann. S^be jur ©runbebene (ab) parallele ^b^m 2 fd^neibet baä 
9lotation§ettipfoib nad^ einem Ärei§, ba§ breiad^fige ©ttipfoib narf) einer ©ttipfe. 
3)iefe 2)urd^fd^nittSfIäd^en l^aben ein unoeränberlid^eS 3Serl^ä[tni§, eä ift 

;ru^ : :;ruv = u : v = a : b 

Offenbar fann ber Sa^ be§ ßaoalieri bal^in abgeänbert werben, ba^, 
XQtxccs. bie ^araltelebenen gu ber gemeinfamen ©runbebene, auf ber bie il^rem 
Snl^alt nad; gu oergleidienben Äörper aufrul^en, SDurd^fd^nittäfläd^en f| unb £2 
crj^eugen, oon meldten bie eine ftetö benfelben Srud^teil k ber anberen beträgt, 

f 1 = k . f , 



Äötperbcred^nungcn. 273 

bann auö) bag SSoIumen beä erften Körpers benfelben Srud^teil k beS SSolumend 

beä grocitcn betragen mu^: 

Vi = k . V2 

©leid^l^eit ber Äörper für k = 1. 

©teiad^figeS unb 9totationäettipfotb (teilen fomit im felben 3Serl^ä(tniä wie 
il^re Sd^nittfläd^en, b. 1^. 



4 , " a 

TOorauä baS 3Solumen beS bretadjifigen ®tItpfoibö 

4 
V = ö" TT a b c 

4 
^r a = b = c = E erl^ält man bie Äugel -0- ttR'. 

2)ag breiad^fige ©Ilipfoib fann n\6)i afö Simpfonfd^er Äörper betraci)tet 
werben, ba bie ^(äc^en ber ben ©runbettipfen parallelen unb äfinlid^en ©d^nitt^ 
«ttipfen \xd) ate irrationale Munitionen (^nltionen mit 2Bur|\eIgrö6en) beS 3lb- 
ftanbö il^rer (Sbenen t)on ber bejüglidEien (Srunbebene barftetten. 

521. 6. ä3eifpiel. ä3ered^ne baä SSoIumen zint^ ^lotationgparaboloibd 
vom ©runbtreiöl^albmeffer r unb ber $öl^e h. 

3ft p ber §albmeffer beS 3KitteIfd^nitt§ in ber ^'6f)t -s-, fo ift, ba ge^ 
mä^ 338) jwifc^en bem Slbftanb x jebeg 5ßarabelpun!tö t)on ber Sld^fe unb 
bem 3lbftanb y t)on ber ©c^eiteltangente baä unceränberlid^e 33erl^ä(tni§ — 
befielet, für bie ^arabelpunlte (r, h) unb l(), -« ) 



tüorauö 



r» 


P' 


h 


1» 


P*- 


i. 



unb fomit, ba gemä^ ber eben auägefprod^enen @igenfd^aft baS Umbrel^ungS: 
paraboloib alä Simpfonfd^er Äörper anjufel^en ift, baö 3SoIumen beSfelben 



V = -|-(^;rr« + + 4.Ä.-^r«) 



b. 1^. ber Slauminl^alt eines SlotationSparaboloibö beträgt bie ^älfte beö über 
feiner ©runbfläd^e ftel^enben, gleid^l^oi^en fenfred^ten ÄreiScplinberä. 

Öeftimmt man aud^ noc^ baä SSolumen beö Umbrcl^ungöf örperä , ber ent-- 
ftc^t, menn bie ergeugenbe Parabel um il^re §albfel^ne r fid^ brel^t, unb gelingt 

©aucrbed, «Stereometrie. \g 
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eS, bie ®rbfec bcä erjcugcnbcn parabolifd^cn gläc^cnftücfS ju ermitteln, fo ergicBt 
fxdS) au^ bcm ©ulbinfd^en ©a$ bie Sage beä ©d^toerpunftg biefet gläd^e unb 
bamit auä) be§ gangen 2lci[ifenfci^nittä beä ^araboloibä. 

S)er ju X = -ft- r gehörige ^arabetpunlt l^abe 

von ber $albfel^ne r ben älbftanb z, bann ift nai) ber 
©impfonfci^en Siegel bie erjeugenbe %lä6)t 

h + 4z 



Sig. 221. 

J5 



1 1 — ^ 

\J 


\ 




F 






& f m. 



C JE^A. 



unb fontit 



JD 



F =r 


'' 6 


wobei z fic^ bered()net au§ 




r'' 


r^ 


4 


h 


h Z 


5« 

Z =:^ 


:^ 


F - 


« rli 



b. 1^. ber $arabeIbogen, ber, von einer @dfc B eineä Sted^tedö (r . h) gur ©egen^ 
edfe D fül^renb, bie eine ber in biefer (Scfe gufammenfto^enben SRed^tecffeiten gur 
äld^fe, bie anbere gur ©d^eiteltangente l^at, teilt bie gläd^e beS SterfitedEs im 
a3er^ältni§ 1:2. 

©inb fomit s unb s' bie Sflbftänbe beö gefud^ten Sd^raerpunftö bes er^ 
jeugenben parabolif d^en ^läd^enftücfö tion h unb r, fo folgt bei 2)rel^ung \xm 
h als 2lc^fe 



r al§ 3Cd)fe 



n)orauS 



2% 



s 



rn = TT- ;rr*h 



3 
2 



2 



2;rs\^rh = -|- f^rh* + 4 . :;r('-|-hVl 



unb 



8 



^32 



522. 7. Seifpiel. Serec^nung beS SWauminl^altS ber Äugel^aube unb 
Äugelf d^id^te n<x6;) ber Simpfonfd^en Siegel. 

3ft Q ber §albmeffer beS in ber l^alben §öl^e —^ gefül)rten 3Kittelfc^nittg, 
fo ift baS SSoIumen ber §aube 



V = 



y(;rr'-f 4;r(>^) - ^ h (r^ + 4(>^) 
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' r* = h(2R — h) 



roorauö, burd^ ©liminatton von 2R, folgt 

unb fomit 

V = 4h(2(,^-^+4p') 

2)a bic §aubc als Äugclfd^id^t bctrad^tct werben tann, bercn eine ©runb-- 
fläd^e gum 5|8unlt jufammengefd^rumpft ift, unb obiger äluSbrurf nur t)oni ^alh 
meffer (> beS 3Rittelf(i^nittä unb ber ^'6f)t ab^ngt, fo gilt er ani) für bie 
^ugelfd^ic^t. 

SSered^net man bie Äugelfc^id^t nad^ ber Simpfonfd^en Siegel, fo folgt, 
wenn x bie ^'6f)t ber über bem Heineren ©runbfreiä Dont ^albmeffer r' ftel^enben 
^aube ift 



6 

7t 

6 



= 4h(r« + r'^ + 4(>^) 1) 



VDoiti 

r'2=:x(2R — x) 2) 

r«.= (x + h)[2R-(x + h)] 3) 

©c^t man aus 4) ben 2Bert 

X + -2- 
in 2) unb 3) ein unb abbiert, fo folgt 

r^ + r'» = 2(>*--^ 

unb fomit 

alfo tl^atfäd^lid^, mie bei ber ^auhz, 



V = ^h ((,« - ^) 



2Bie für bie gefrümmte ^läd^e, fo befielet l)iermit aud^ für boS SSolumen 
ein Äugel^aube unb Äugelfd^ic^t gemeinfamer SluSbrudf. 2)a berfelbe oom Äugele 
l^albmeffer R unabl^ängig ift, fo folgt 
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^'6vp&[f>txt6)nunqtn. 



.222. 



©a|: ältte Äugelf d^id^tcn oon glcid^ctn mittleren 2)urd^fd^nitt unb berjelben 
§ö§e finb xanm^kid), toeld^eä anä) ber §albmeffer bei Äugel fein mag, a\i^ metd^er 
bie ©d^id^t auSgefd^nitten ift. 

523. 8. Seifpiet. Sered^nung beä ß^Iinberl^ufö. 

®er ß^Iinbetl^uf ift ein ©tüdf eineä fd^iefabgefd^nittenen fenfred^ten Äreiä- 
cplinberö. ä^^^wngSebene fei ber jur fc^iefen Sc^nittebene fenlred^te Std^fen^ 

fd[initt. SSerfd^iebe bie ©runbfreiSebene beS G^linberö 
fid^ felbft parallel burd^ ben 3Kittelpunft ber t)on ber 
fc^iefen ©d^nittebene erzeugten ©Hipfe, bann j^eijst ber 
3^eil be§ fenlrec^ten Äreiscplinberö , meldjier t)on ben 
ßbenen be§ l^alben ß^linbergrunbfreifeä afe ©runb- 
fläd^e unb ber ^albeHipfe alä ©eitenfläd^e nebft bem 
jmifd^en beiben ßbenen Kegenben 2^eil beö ß^linber« 
mantelä begrenjt mirb, ein ßptinberl^uf. S)er 3)urd^5 
meffer 2t, nad[) raeld^em (Srunb^ unb ©eitenftäd^e fid^ 
burd^fc^neiben, l^eifet Äante beä ^uf§, bie größte 3Kantel= 
linie h ift bie ^öl^e. 

S)er ^\xx ©runbfreiSebenc parallele SRittelfd^nitt 
fdftneibet ben §uf nad^ einem ÄreiSabfd^nitt, beffen ^läd^e, wenn ber Slbftanb 
berfelben t)on ber ©runbebene als SSeränberlid^e x eingeführt wirb, fid^ nid^t 
rational in x barfteHen lä^t. 9limmt man bie Äante unb bie §öl^e gu ©runb- 
ebenen, fo ift ber 3Kittelfd^nitt ein SRed^tedE, beffen ^läd^e fid^ raieber irrational 
im Slbftanb oon ber bejüglid^en ©runbebene barftefft. 2)er §uf lann bal^er nid^t 
narf) ber ©impfonfd^en Siegel bered^net werben. 

©runb'- unb ©eitenfläd^e fd^neiben au^ ber burd^ S)rel^ung beS ©runbfreifes 
um bie Äante beö §ufö entftel^enben Äugel ein Äugeljroeiedt au^, beffen SSolumen Z 
gu bem beä ^ufä H in einem beftimmten aSerl^ältniö ftcl^t. 2llle gur ^uffante 
fenfred^ten (gbenen fd^neiben bas Äugeljmeiedf nad^ äl^nlid^en ©eftoren, ben §uf 
nad^ äl^nlid^en red^tminfligen 3)reiedfen, beren oertüale Äatl^eten ßplinbermantcl^ 
linien finb unb bie jugel^örigen ©eltorbogen berühren, ©inb a unb a' bie ^atb- 
meffer jmeier fold^er ©cftoren S unb S', jugleid^ bie in ber ©runbfläd^e beS 
§ufö liegenben Äatl^eten ber ben ©eftorebenen angel^örigen ©d^nittbreicrfe A 
unb A' beö §ufeä, fo ift 




fomit 



S 
A 



'2 



S' = a^ : a 
A' = a* : a'» 



S : A = S' : A' = S" : A" = 



unb fomit aud^, nad^ bem ßaoalierifd^en ©a| (oergl. 5. 33eifpicl), 

Z :H = S : A 
^ür ben Sld^fenfc^nitt inäbefonbere ift, xDtrxn h ber ©eftorbogen, 

b 



S = 27tT^ 



1 , . 1 1 
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Da Äuöeljrociedfc fid^ t)crl^altcn toie il^rc Äctltüinlcl unb festere rote il^rc 
3(cquatorbögcn; fo folgt aus bcm Sßcrl^ältniä be§ ^weicrfs jur gangen Äugel 



Z 3-^r'. 


b 
2;rr 


^^r^b 


yr*b:H b:r 






H_^r^h 







unb fomit 



woraus 



b. I§. ba§ 3SoIumen beS §ufeg beträgt baä Doppelte einer über bem Ouabrat 
bcr l^alben Äante beS §ufe§ errid^teten, ebenfo l^ol^en ^^ramtbe. 

2luS ber Slel^nlic^feit ber ©eftoren unb berjenigen ber ©d^nittbreiecfe folgt 
ferner baSfelbe unoeränberKd^e SSerl^öItniS jroifc^en ben Sängen ^ ber ©eftor-^ 
bögen unb ber berül^renben ß^KnbermanteUinien z: 

für ben 3(ci^fenfci^nitt 

= b:h 

Offenbar läfet fid^ ber ßaoalierifd^e ©a| aud^ für Dberftäd^en auSfpred^en, 
nur lautet bann bie Sebingung : bei Durd^fd^nittäfläd^en, parallel gur gemeinfamen 
©runbfläd^e beiber Äörper, jeweilig gleid^e Umfange bejn). ein unoeränberlid^eS 
Umf angSoerl^ältniä. Der SeroeiS wäre äl^nlid^ bem frül^eren ju fül^ren , mit 
§ilfe ber ©teid^^eit ber ©eitenfläd^en einanber entfprec^enber, unenblid^ bünner 
^Prismen« begm. ßplinberfc^eiben. 

Die glädfie F beS 3weierfS unb bie ß^linbermantelfläd^e M be§ §ufeä 
ftel^en fomit im 3Serl^ältniä 

r : M = b : h 

unb, ba fid^ F auS feinem SSerl^ältniS jur Äugeloberfläd^e ergiebt, gu 

¥ = 4:7tT^ .-K^ = 2rb 

27tT 

fo folgt 

2rb:M=:=b:h 
woraus 

M = 2rh 

b. f). ber ÜRantel beS §ufeS ift fläd^engleid) bem SRed^tetf an^ ber Äante unb 
ber §öl§e beS $ufes. 

Diefe ®rgebniffe für baS SSolumen unb ben 3Rantel beS .^ufeS finb barum 
merf würbig, weil fie, obwol^l ber $uf ein 3^eil eines ß^linberS ift, oon ber 
irrationalen B^i^t ^ burdjauS unabl^ängig finb. 

SBerfd^iebt man bie ©runbfläd^e beS .^ufs fid^ felbft parallel, bis fie gum 
ooHen ©runbfreis beS G^linberS anwärfift, fo ift 38olumen fowol^l als 3Jlantel 
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bcÄ t)on ©tunbfrciö unb fcitlid^er @IIipfc al8 ©runbfläd^en begtengten, fd^ief= 
abgef d^nittenen ß^Iinbcrä von bcr ^öl^e 2 h, wenn bct eben bcrcd^nctc $uf burc^ 
feinen ©d^eitell^uf crfe|t wirb, entfpred^enb gleid^ bem 3[Jo(umen h^w. 3Rantel bcö 
über bem ®tunbfrei8 fte^enben t)otten ßplinberö von bet l^alben ^ö^e h, alfo 

V = ;rr«. h 
M = 2;rr . h 

524. 3lufga6en über Äörperberec^nungen: 

1. ßin SBürfel auä (Du^eifen (35ici^te s) wiegt P kg. SBie t)tele qcm be- 
trägt feine Dberfläd^e? 

2. gin SBtirfel auä »lei (5Dic^te s) l^at bie Äante a cm. SBie tief ftnft 
ein gleid^fd^roerer SBürfel auö Sud^enJ^oI^ (35ic^te s') im 3Keern)affer 
(Sichte s") ein? 

3. 3)ie Dberfläd^e eine§ SBürfelS beträgt qm. ©efud^t bie diagonale. 

4. Die ®iagonaIebene eines SBürfelS beträgt D qcm. ©efud^t 3SoIumen 
unb Dberfläd^e beä SBürfetS. 

5. Die 3Kitte t)on fcc^ö aufeinanber folgenben ffiürfeÖanten fo oerbunben, 
ba^ leine brei fid^ folgenben fünfte in einer Seitenfläd^e liegen, ent- 
fielet ein regelmäßiges ©ed^Serf. SSergleid^e bie gläd^e beäfelben mit ber 
%lä6)t ber Diagonalebene beö SBürfelS, roenn bie SEBürfellante a cm beträgt. 

6. Sin aUfeitig gefd^loffener, J^ol^ler SEBürfel auä Sled^ (Did^te b), beffen 
äußere Äante a cm ift, fd^roimmt auf 2ßaffer. Die SEBanbftärle ift 
überatt d mm. SBie tief ftnit ber SBürfel ein? 

7. @in oben offener Sled^faften oon ber ©eftalt eines OuaberS mit quabra- 
tifd^er Orunbflädee foH im SEBaffer gerabe ^ur §älfte einfinlen. SBie 
l^od^ muß ber Äaften gemacht werben, menn bie äußere (Srunbfante a cm, 
bie aSanbftärle d mm unb bie Did^te beä 33led^S s ift? 

8. Sßieoiel Satffteinc oon ber Sänge 1 cm, Sreite m cm unb Didfe n cm 
hxani)t man gum S3au eines quabratifc^en 2^urmS, beffen Sreite b m, 
^öl^e h m unb 3Jlauerbidfe d cm werben foH? 

9. 9Son einem ®dpunlt ber ©runbfläc^e aus ein gerabeS quabratifd^eS 
$riSma burd^ eine ßbene fo ju fd^neiben, baß ber Durd^fd^nitt ein 
Sll^ombuS merbe, beffen gläd^e baS Doppelte ber ®runbfläd[ie ift. 

10. Die Dberfläd^e eines iQuaberS beträgt qm unb feine StuSbel^nungen 
oerl^alten fid^ wie a : b : c. ©efud^t baS SSolumen. 

11. Durd^ eine Orunblante eines SBürfelS ift, unter bem SBinfel a (60°) 
gegen eine gläd^e beSfelben, ein ebener ©d^nitt gelegt. 2Bie groß ift 
baS SSolumen beS abgefd^nittenen Körpers? 

12. Der ©d^nittpunft ber oier Diagonalen eines ^arallelflad^S ift ber 
3KittetpunIt beSfelben, b. f). jebe ©tredEe burd^ biefen 5ßunft, innerl^alb 
beS ÄörperS, wirb in il^m l^albiert. 



^örperberec^nungen. 279 

13. @in gcrabcä quabratifd^cS ^riSma burd^ eine (Sbenc, tocld^e burd^ eine 
©runblonte a cm gel^t, fo ju fd^neiben, bafe bct 3)urd^fd^nitt breimal fo 
gto^ werbe roie bie ©runbfläd^e. Sered^ne bie Dberfläd^e beä abge^ 
fd^nittenen Äörperö. 

14. 3)ie Summe ber Duabrate über ben t)ier diagonalen eine« ^ßaraffel« 
flad[|ö ift gleid^ ber üierfad^en ©umme ber Duabrate über brei j\U'- 
fommenfto^enben Kanten. 

15. 2)ie Dberfläd)e eines geraben breifeitigen ^riämaS mit lauter gleid^en 
Äanten beträgt qcm. ®efud[|t baö SSolumen. 

16. ^n einem geraben ^^5riöma, beffen ©runbfläd^en SRI^omben finb, finb bie 
^läe^en ber Diagonalebenen F^ unb F2 unb bie Seitenfante ift gleid^ 
bem 2)urd^mefjer beS ^^IreifeS ber ©runbfläd^e. ©efud^t baS SSolumen. 

17. 3n einem fd^iefen ^riäma, beffen ©runbfläd^en gleid^feitige 3!)reierfe 
mit ber Seite a cm, beffen Seitenfläd^en Stl^omben finb, ift bie Seiten-- 
fante um 60® gegen bie ©runbfläd^en geneigt, ©efuc^t bie Äante 
eines SBürfels oon gleid^em SSolumen. 

18. Ueber ber burd^ ©runbfeite a unb §öl^e h gegebenen ©runbfläd^e ABC 
eines geraben breifeitigen ^riSmaS einen bem ^riSma einbefd^riebenen 
Quaber oon größtem Slauminl^alt fo jju errid^ten, bafe eine ©runbfante 
in AB ^u liegen fommt. 

19. ^ür bie Slnfertigung oon Stiften oon ber ©eftalt eines DuaberS, beren 
Slaumin^alt K cbm betragen foll, toirb für bie Bearbeitung je groeier 
gegenüberliegenber ^lädE^en bejüglid^ a ^, b ^, c ^ auSgefe^t. 9Bie 
finb bie 2)imenfionen ber Giften gu roäl^len, bamit bie ^erfteffungSfoften 
möglid^ft niebrig roerben. (33enü^e 434.) 

20. ©efud^t ber Snl^^lt eines regelmäj^igen jel^nfeitigen ^PriSmaS, beffen 
quabratifd^e Seitenfläd[)en je Fqm grof; finb. 

21. ©efud^t baS ®eroid[)t einer gu^eifernen l^ol^len Säule (Dichte s) oon ber 
®eftalt eines regelmäjjigen fed^Sfeitigen ^riSmaS, menn bie §öl^e hm, 
eine äußere ©runbfante a cm unb bie 2)idEe d mm betragen foll. 

22. 6in 3)ad^fparren auS Xannenl^otg (35ie^te s), beffen Querfc^nitt ein 
Quabrat oon ber Seite a cm ift, ift an beiben @nben fo abgefdE^rägt, 
baJ8 bie @nbfläd^en fongruente Sled^tedEe unb jmei gegenüberliegenbe 
Seitenfläd^en gleic^fc^enflige S^rapege finb mit fpi^em SEBinfel 45® unb 
ber längeren ^ßaraUelfeite a m. ©efud^t baS ©eroid^t. 

23. 6in cplinbrifd^eS Sitergefä^ foll nod^ einmal fo breit als l^od^ fein, ©e« 
fue^t feine lid^te 3Beite. 

24. (Segeben SSolumen K Siter unb §öl^e h cm eines geraben ßplinberS. 
©efud^t feine Dberfläd^e. 

25. SBie oerl^ält fid^ ber §albmeffer eines geraben ß^linberS ju feiner §öl^e, 
bamit ber 9ld£)fenfc^nitt bem ©runbfreis fläd^engleid^ mirb? 

26. 2luS einem Slec^tedf mit ben Seiten a cm unb b cm mirb ein geraber 
ßplinber oon ber §öl^e b cm (burd^ äwf^JJ^nicnfrümmen) gebilbet. 2ßie 
oiel Siter l^ält berfelbe? 
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27. 3luä einem cplinbrifd^en Saumftamm t)on ber 3)i(fe 2r cm unb Sänge 
h m roirb ber möglid^ größte quabtatifd^e Salfen gefd^nitten. 2Ba^ 
wiegt ber ^oljabfatt (S)id^te s)? 

28. SSBie tjer^ält fid^ in einem quabratifd^en Gplinber ber SJlantel jur ®runb= 
fläche? 

29. 3« einem geraben ßplinber vom ^albmefjer r ift ein jur Sld^fe paralleler 
©d^nitt gelegt, ber — beS Std^fenfd^nittö beträgt, ^n roeld^em SSer^ 
^ältniS wirb ber SRauminl^alt beä ß^linberä geteilt? m = 8. 

30. ©in quabratifc^er ßplinber wirb in einen anberen ßplinber »ermanbelt, 
befjen §öl^e ^al6 fo grofe ift. 333ie »erhalten ftd^ bie Dberfläd^en beiber 
ß^linber? 

31. @ine 3i'6f)xt an^ Tupfer (fpe^ijtfd^eä ©emid^t s) ift a m lang unb roiegt 
p kg; i^r äufierer 35urd^meffer beträgt d cm. 2Bie bidf ift bie Slöi^re 
unb mietjiel Siter SEBajfer fann fie aufnehmen? 

32. Um eine bünne cplinbrifd^e ©laSrö^re (Il^ermometerrö^re) auf i^r Äaliber 
p unterfud^en, bringt man eine Heine p g fd^mere 3Kenge Quetffilber 
(Did^te s) in biefelbe unb »erfd^iebt ben ^xd) bilbenben ^aben an bie 
oerfd^iebenften ©teilen ber 9löl)re. 9Bie gro^ ift baö Äaliber berfelben, 
menn ber ^aben überall bie Sänge a mm l^at? 

33. Sluä einer bünnen ©ilberplatte t)on duaberform mit ber Sänge a cm, 
Sreite b cm unb 35idfe c mm werben runbe ©tüdfe t)om S)urc§meffer 2r 
ju SKünjen geftanjt. SBaS wiegt ber 3lbfall, wenn bie Söd^er t)onein5 
anber unb t)om 9lanb gleid^meit entfernt finb? 

34. @in ©ilberbral^t von a m Sänge unb p g &tm6)i foU mit q g @olb 
oergolbet werben. SEBie bidf ift ber ©ilberbral^t unb wie birf bie 35ers 
golbung? (5Did^te beS Silbers s = 10,5, beS ©olbes s' = 19,5.) 

35. SDer ^auptad^fenfc^nitt eineS fd^iefen ßplinberä ift ein SRI^ombuS, beffen 
füqere 2)iagonale d cm ift. SBelc^en ^i^^^lt ^at ber ßplinber, wenn 
er h cm f)Oci) ift? 

36. ®urd^ eine freisförmige ©d^eibe auö §olj (3)id^te s), weld^e ben $alb- 
meffer r cm unb bie SDirfe d cm f)at, ift eine eiferne c^linbrifd^e SBette 
(3)id^te s') von ber Sänge a cm l^inburd^gefterft. SBeld^en 35urd^meffer 
mu^ bie SBeUe erl^alten, wenn il^r ©ewid^t gleich bem ber burd^bol^rten 
©d^eibe werben foH? 

37. SEäeld^e älrbeit ift ju leiften, um eine cptinbrifd^e eiferne ©äule (35id^te s) 
Dom SDurd^meffer d cm unb ber §öl^e h cm umzuwerfen? 

38. @inem regulären Dftaeber mit ber Äante a cm ift ein quabratifd^er 
ß^linber fo einbefd^rieben, bafe feine ©runbfreife je vkx ©eitenfläc^en 
berühren, ©efud^t Dberfläd^e unb SSolumen be« ßplinberä. 

39. Der SWantel eines geraben ß^linberS vom §albmeffer r cm ift viermal 
fo gro^ als bie ©runbfläd^e. SBeld^eS 38olumen l^at baS einbefdjriebene 
reguläre breifeitige 5ßriäma? 
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40. @tncm Sleic^Iinbcr (3)t(i^tc s) x>on h cm ^öl^e foK ein ^oljcplinbcr 
(SDic^te sO vom fclbcn S)ur(i^meffet aufgefegt rocrbcn, bamit bic ganje 
Säule in Del (2)ici^te s") gut §älfte einfinft. SBeld^e §ö^e ^at ber 
l^bljetne ßplinber? 

41. SSon einem ^unft ber ^^potenufe eineö red^troinfligen S)reiedfiS fälle 
man ©enfred^te auf bie Äat^eten; wo mu^ ber ^unft liegen, bamit baS 
entftonbene Sled^tecf bei ber Umbrel^ung um eine Äatl^ete ben ßplinber 

a) t)om größten SSoIumen, b) t)om größten 5KanteI, c) t)on ber größten 
Dberfläd^e giebt? 

42. 33on einem geroben Gplinber \oü bie 2)iagonaIe beS Sld^fenfd^nittä d cm 
merben; mie gro| wirb bie §ö^e, bamit ber Snl^alt möglid^ft grojj werbe? 
aöeld^e ©eftalt ^at ber Slc^fenfc^nitt? 

43. 93eftimme ben OrunbfreiiSburci^meffer unb bie §öl^e eineä geraben 69^ 
linberS, menn er bei gleid^bleibenbem 35oIumen V bie Ileinfte (Sefamt^ 
oberfläd^e ^ben foU. 

44. 6inem SBürfel foll ein geraber ßijlinber einbef einrieben werben, fo ba^ 
feine Sld^fe in einer diagonale beS SBürfefe liege unb feine (Srunb^ 
fläd^en bie SBürfelfläd^en berül^ren. 2öie gro^ ift bie .^öl^e biefeä (Er)- 
linberö, wenn biefelbe bem Std^tfad^en beS SlabiuS feiner ©runbfläd^e 
gleid) fein foU unb menn bie diagonale beä SBürfelS d ift? 3Sergleicl^e 
bie SSolumina beä 2Bürfel8 unb beS ßplinberS. 

45. Sered^ne bie Dbej^fläd^e eines regulären 2^etraeberä t)on ber §öl^e h cm. 

46. Ueber einem geg. 2)reiecf, beffen ©eiten a, b, c feien, alä ©runbfläcl^e 
eine ^jSpramibe jju errid^ten, beren Äanten an ber ©pi^e fenfreci[|t auf^ 
einanber ftel^en. 

47. 3tu8 einem SBürfel mit ber Äante a cm ift ein reguläres 2:etraeber 
gefd^nitten, beffen ®dfen bie abmed^felnben 6dEen beS SBürfelS finb. ©e^ 
fud^t bie Dberfläd^e beS 2^etraeberS. 

48. 3n ein reguläres 3^etraeber ftelle man ein gerabeS breifeitigeS ^jJriSma. 
mit lauter gleid^en Jlanten, fo ba^ bie @dEen ber einen ©runbfläd^e in 
eine 3^etraeberfläc^e unb bie ber anberen in bie jur Oegenedfe fül^rcnben 
2^etraeberfanten fallen. SSergleid^e bie SSolumina beiber Äörper. 

49. ^Parallel gur ®runbfläd[ie einer geraben ^Ppramibe einen Sd^nitt j\u legen, 
fo ba^ ein auf il^m errid^teteS gerabeS ^ßriSma, beffen anbere ©runb^ 
fläd^e mit ber ©runbfläd^e ber ^ßpramibe jufammcnfällt, ein beftimmteS^ 
3Solumen l^at. 

50. 3n ein reguläres 2^etraeber einen quabratifd^en ß^linber ju fteUen. 3Ser= 
l^ältniS ber SBolumina? 

51. ^n eine gerabe quabratifd^e ^Ppramibe einen SBürfel ^n fteffen, beffen 
3)edffläd^e ein ^araHelfd^nitt jur ©runbfläd^e ber ^ßpramibe ift. 35er= 
gleid^e bie Sn^alte unb Oberflächen beiber Äörper. 

52. 3« eine quabratifd^e ^^ramibe ben Duaber a) oom größten SSolumen, 

b) t)on ber größten Summe ber Seitenflächen, c) von ber größten Dber= 
fläd^e ju fteUen. 
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53. 3n eine quabratifd^e ^^ramibe eine anbete quabtatifd^e ^^ramibe, beren 
©pi|e in ber 3Witte bet ©runbfläd^e erfterer liegt, a) t)om größten 3So'- 
lumen, b) oon ber größten Summe ber Seitenflächen, c) t)Ott ber größten 
Dberfläd^e ju [teilen. 

54. 3n ein reguläres Dftaeber einen quabratifd^en Ouaber a) t)om größten 
35oIumen, b) Don ber größten Summe ber Seitenftäd^ien, c) t)on ber 
größten Dberfiädie gu [teilen. 

55. ^n einem Duaber mit ben Äanten a, b, c [inb Don einer 6rfe auS in 
ben 3led}tcdfen, rDzld)t in biefer ßdfe jufammenftofeen, bie 3)iagonaIen 
gejogen unb il^re ©nbpunfte ©erbunben. ©efud^t Solumen unb Ober- 
Päd^e ber ent[tel^enben breifeitigen ^^ramibe. 

56. ©ine quabratifc^e ^^ramibe, roeld^e bie ®runb!ante a unb bie Seiten- 
fante b i)at, mirb burd^ einen ^ßaraHelfd^nitt jur ©runbfläd^e l^albiert. 
®e[ud^t bie §öl^e beä ent[tel^enben $pramiben[tumpf8. 

57. 3n einem ^pramibenftumpf, beffen ©runbfläd^en baS 3Serl^ättniS 16 : 1 
l)aben, [tel^t ein ^riäma t)on gleid^er §B^e, baS mit bem Stumpf bie 
fleinere ©runbfläd^e gemein l^at. ©efud^t baS SSerl^ältniS ber ^wJ^^Ite 
beiber Äörper. 

58. l^on einem 28ürfel fc^neibet man burd^ 6benen, meldte burd^ bie ^Kitten 
ber Äanten gelten, bie ®den meg. ®efud^t baö 3SoIumen beS übrige 
bleibenben ÄörperS (Äubooftaeber). 

59. 3)iefelbe aufgäbe fürs Dftaeber. 

60. ©ine ^^ramibe wiegt qmal fociel als i^re h m l^o^e Spi^e, bie burd^ 
einen ^araHelfd^nitt jur ©runbfläd^e abgefc^nitten mirb. 2Bie gro^ 
mar bie §öl^e ber ^pramibe? 

61. 3luS t)ier Stäben t)on gleicher Sänge a cm eine Dierfeitige ^Ppramibe 
von quabratifd^er ©runbfläd^e J^erjjuftetten, beren S^^^lt am größten ift. 

62. S3ered^ne 3SoIumen unb Dberfiädie ber regulären Är^ftaUe an^ ber 
9ld^[e 2 a. 

63. 3ln eine Äugel t)om ^albmeffer R eine gerabe quabratifd^e ^P^ramibe 
^u befd^reiben, beren §öl^e viermal fo grofe ift als eine ©runbfante. 
©efud^t 3Solumen unb Dberfiädie ber 5ß^ramibe. 

64. gällt man von einem beliebigen 5ßunft im Innern einer breifeitigen 
^P^ramibe bie Sote auf bie ^läd^en, fo ift bie Summe ber vkx SSer- 
l^ältniffe auS je einem £ot unb ber il^m paraEelen $ol^e gleid^ 1. 
Folgerung für baS reguläre Sietraeber? (93enü^e ben Sa| über baS 
3Serl^ältni8 ber 3Solumina von ^ß^ramiben mit gleid^er ©runbfläd^e.) 

65. 3ft ber ^u^punlt ber ^öl^e einer breifeitigen ^Ppramibe ber ^öJ^en-- 
fd^nittpunlt ber ©runbfläd^e, fo l^at bie Summe ber Duabrate je jroeier 
©egenfanten für alle brei ^JJaare benfelben 2Bert. 

Senü^e ben §ilfsfa^ über bie $robufte ber burd^ ben J&öl^enfd^nitts 
punft erzeugten SCbfd^nitte ber §öl^en eines SDreiedfS. 

66. ©efud^t ber 3inl^alt ber größten quabratifd^en 5ßpramibe, bie einer Äugel 
Dom ^albmeffer E eingefd^rieben werben lann. 
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67. 3luö einer ^pramibe mit bet ©runbflärfie ö qcm unb ber §öl^e h cm 
foff burd^ groei ^araHelfd^nitte jur ©runbfläd^c ein ©tüdf r>om ^n- 
i)alt J ccm unb t)on bet $}'6f)z h cm gefd^ntttcn werben. 

68. SSergleic^e bie 3w^<i)[t^ eineö geraben Äegelg unb eineö i^m einbc- 
fc^riebenen ß^linberä, beffen SKantel gleid^ ber .^älfte beö Äegefs 
mantelö ift. 

69. SSergleid^e ben S^^^^It eineä geraben Äegelö mit bem cineö i^m ein^ 
befd^riebenen 2BürfeIö bej^m. quabratifd^en S^linberö. 

70. 2)enienigen Äegel gu errichten, ber a) bei geg. 3JlonteI ba§ größte 3So- 
lumeU; b) bei geg. SSolumen ben fteinften 3Kante( l^at. 

71. ©teile in einen geraben Äreiöfegel ben Äegel, befjen ©pi^e in ber 
3Jlitte ber ©runbfläd^e liegt, üom größten SSolumen ober größten 3KanteI 
ober von ber größten Cberfläd^e. 

72. 35eredt)ne bie Oberfläche eineö gleid^feitigen Segele üom Qnfialt K cbm. 

73. 2)er 5Kantel eine§ red^tminfligen Äegelö beträgt M qcm. (Sefud^t fein 
3Solumen. 

74. 2lu§ einem Äreiö t)om §albmeffer R einen 2lu§fd^nitt ^u fd^neiben, ber 
einen 2^rid^ter von größtem Slauminl^alt liefert. 

75. ^ti(i)m htn ©runbfreiöl^albmefjer eineö ß^linberö, beffen 3Jtantel gleid^ 
bemjenigen eine§ ebenfo l^ol^en Kegelftumpfö ift. 

76. Sin quabratifd^eö StüdE Rapier t)on ber ©eite a unb ein Ouabrant 
vom §albmeffer a merben ^u einem geraben ß^linber begro. Äegel gerollt. 
2Bie Derl^alten fid^ bie Stauminl^alte? 

77. ®in gleid^feitiger Äegel l^at mit einem quabratifd^en ß^linber gleid^e 
Dberfläd^e. SBie oeri^alten ftd^ bie 3Sotumina? 

78. 2Beld£)eö ift ber Heinere ^albmeffer unb ber ä^^^triminfel be§ Sling^ 
auSfd^nittö, ber §u einem Sampenfd^irm von ber ©eftalt eineä Äeget^ 
ftumpfö jufammenjurotten ift, menn ber ©d^irm oben d cm, unten D cm 
meit unb bie ©eitenlinie s cm lang werben foll? 

79. ©n geraber Äegelftumpf l^at bie ©eite s unb ben 3«^<iK EL. 3)ie 
©eiten finb unter 45*^ gegen bie ©runbftäd^en geneigt, ©efud^t bie 
§albmeffer. 

80. aSie tief finft ein h cm l^ol^er Äegel (®id^te s), bie ©pi^e lotred^t nad^ 
abmärtö gerid)tet, im SBaffer ein? Sebingung s ^ 1. 

81. (£in red^troinlligeg 2)reiedE rotiere je einmal um jebe feiner brei ©eiten. 
2Bie oerl^alten fid^ bie burd^ bie Flotation entftel^enben Äegel (3!)oppel5 
fegel) gu einanber, menn eine Äatl^ete b cm unb il^r ©egenminfel 30® 
beträgt? 

82. ®in ß^linber oom ^albmeffer r cm roirb fonifd^ fo auägebol^rt, ba^ bie 
Deffnungen mit ben ©runbireifen beä ßplinberä fonjentrifd^ finb unb 
fic^ mie m:n oerl)a[ten. 9Bie meit werben bie Deffnungen, wenn baö 
©ewid^t beö burd^bol^rten Äörperä bie §älfte beä ©emid^tä beg ganjen 
6plinber§ betragen foH? 
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83. 2luä einem l^ötjernen h cm langen Äcgelftumpf mit ben 3)icfen D cm 
unb d cm an ben ßnben ift ber größte quabratifdfie S3alfen gejci^nitten. 
SBicoiel Ätlogramm miegt ber ^oljabfatt (2)ici^te s)? 

84. ^n ein gerabeS regulöreS fed^äfcitigeS 5ßriöma, baä jum 3^eil mit 
SOSaffer gefüllt ift, mirb eine bie ©eitenfläd^en berül^renbe Äuget ge- 
legt. 2)iefelbe metbe t)om SBaffer ganj überbedft. Um wieviel ift baö 
2Baffet geftiegen? 

85. 3)iefelbe 3lufgabe für einen geraben Sreiäfegel mit ber ©pi^e nad^ unten. 

86. ©ine ^ol^lfugel auö $o^ (3)ic^te s), beren äußerer 2)urcl^meffer 2R 
ift, fd^roimmt im Söaffer; ber mte 2^eil mirb bene^t. 2Bie gro^ ift bie 
3)icfe beS §olj|eä? 

87. ^\ix6) eine geg. (Derabe foll eine Sbene fo gelegt werben, ba^ fie eine 
geg. Sugel oom §albmeffer R nad^ einem ÄugelfreiS fd^neibet, beffen 
^läd^e gleid(i ber Cberfläd^e ber bie ßbene berül)renben fonjentrifd^en 
Äugel mirb. 

88. @ine Sugel t)om ^albmeffer R in einen geraben Gplinber ju oer- 
manbeln, beffen 3Kantel gleid^ ber Dberfläd^e ber Äugel ift. ©efud^t 
^albmeffer unb §ö^e. 

89. 3Son einem leud^tenben $unft im 3lbftanb e oom 3KittelpunIt einer 
Äugel fällt ein ©tral^lenbünbel auf biefelbe. 3Bie gro^ ift ber nid^t 
bcleud^tete 2^eil ber Äugelflöd^e? 

90. 3)ie 3Raffe einer ^albfugel oom §albmef[er R mirb auf bie innere 
Dberfläd^e ber ganjen Äugel gleid^mä^ig oerteilt. 2Bie birf wirb biefe 
©d^id^te? 

91. 3;« cii^c Äugel ju ftellen a) ben Gplinber oom größten 3Solumen, b) oom 
größten 3Kantel, c) ber größten Dberfläd^e; beSgleic^en einen geraben 
Äegel. 

92. ^n eine ^albfugel einen Äegel ju ftellen, beffen ©pi|e im 3Rtttelpunft 
liegt, bamit fein SSolumen ein 5Dlajimum werbe. 

93. 3n eine §alblugel ben Äegelftumpf oom gröfiten 3Kantel ^u ftellen. 

94. SBel^er oon allen einer Äugel umfd^riebenen Äegel f^ai a) baS Ileinfte 
SSolumen, b) ben fleinften 3Wantel, c) bie Ileinfte Dberfläd^e. 38ergleic^e 
aud^ bie SSolumina. 

95. 3« ^^^^^ Äugelfeltor einen ßplinber j\u ftellen a) oom größten 3Solumen, 
b) oom größten 3Wantel, c) oon ber größten Dberflä^e. 

96. Um einen ^un!t einer Sugelfläd^e biejenige Äugel ju befd^reiben, auf 
meld^er bie erfte a) bie größte Äalotte, b) ben größten Äugelfeftor beftimmt. 

97. ^n biefelbe Äugel oom .^albmeffcr R lege man ein reguläres S^etra^ 
eber, einen regulären SBürfel unb ein reguläres Dftaeber. 38ergleic^e 
bie SSolumina. 

98. ©tette einen SQBürfel in eine ^alblugel unb oergleic^e bie SSolumina. 

99. 3" eine Äugel ift ein SBürfel geftettt, in biefen eine Äugel, in biefe 
roieber ein SBürfel u. f. f. SSergleid^e bie ©umme aller Äugeln mit 
berjenigen aller SBürfel. 3)eSgleid^en für baä 2^etraeber unb Dftaeber. 
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100. Um eine Äugel t)om §al6mefjet R befd^reibe man baS 3^ettaeber, baö 
^ejaeber unb baS DItaebcr. SBergleidje bie Dbetfläd^en unb ^nl^altc. 

101. Um eine Äugel vom §albmeffer R einen getoben Äegelftumpf ju legen, 
fo ba^ bie Äugel bie ©runbpäd^en in ben 3Wittelpunften unb bie Äeget 
fläd^e in einem Äreiä berül^rt unb bie ©runbfläci^enl^albmeffer ein be? 
[timmteö SSerl^ältniS m : n (|aben. ©efud^t baö 3SoIumen. 

102. SBeld^e ^(äc^e bet (£tbe wirb von ber .göl^e h m an^ überfeinen? 

103. 3(uS einer Äugel vom §albmefjer R einen ©eftor gu fd^neiben, beffen 
Äalotte gleid^ feiner Äegelfläd^e ift; baäfelbe bejüglid^ ber Qj^ölte. 

104. Sered^ne bie Dberfläd^en ber 3^«^^ ^^^ @^i>^- 

105. ©urd^ brei von einer 6dfe auölaufenbe Kanten eines regulären S^etra« 
eberS (SBürfelö, Dftaeberö) lege man einen Äegel. Seftimme baä 3So' 
lumen beS Äugelfeftorä, ju bem biefer Äeget gel^ört. 

106. 3« einen Äugelfeftor einen quabratifd^en ßplinber gu fteHen. Sier^ 
gleid^e bie SSoIumina. 

107. 3SergIeid(|e bie SSoIumina eines Äugelf eltorä unb beä il^m einbefd^riebenen 
SBürfelä. 

108. 2luf bie ©runbfläd^en eineä quabratifd^en ßplinberä com ^albmeffer r 
finb jmei gleid^e Äugelf tappen gefe|t, beren 5Jlittelpunfte im ^Kittel- 
punft beä ßplinberä liegen, ©efud^t ber Snl^alt beä ganzen Äörperä. 

109. Ueber ber @runbfläd[ie eineä geraben Äegelö mit bem §albmeffer r 
unb ber §5^e h ift eine §albfugel errid;tet. ©efud^t bie gläd^e beö 
Äreifeö, nad^ n>zl(i)tm fid^ ber Kegelmantel unb bie ^alblugelfläd^e 
burd^fd^neiben. 

110. @ine Äonfaü^Äonoe^sSinfe wirb t)on einer fonfaoen Äugelfläd^e mit 
größerem unb einer ionvtjczn Äugelfläd^e mit Ileinerem ^albmeffer 
begrenjt. 5Die 3)idfe ber Sinfe ift a cm, bie §albmeffer finb R cm 
unb r cm. SBaS miegt bie Sinfe (^idfite s)? 

111. 3Sergleid£)e baä SSolumen einer fünffeitigen regulären geraben ^^ramibe 
t)on ber ©runbfante a cm unb §5^e h cm mit bemjenigen ber einbe-- 
fd^riebenen Äugel. 

112. 3n einen geraben Kegel ©om §albmeffer r unb ber ^öl^e h ift eine Kugel 
befd^rieben, in ben SRaum über ber Kugel mieber eine Kugel, meldte bie 
erfte Kugel unb ben Kegelmantel berül^rt u. f. f. biä jur Kegelfpi^e. 
SSergleid^e baö 3Solumen beä Kegelä mit bem ber Summe aller Kugeln. 

113. Giner Kugel t)om §albmeffer R finb vkx gleid^ grofee Kugeln einbe- 
fd^rieben, bie fid^ gegenfeitig berül^ren. 2Bie grofe ift jebe Kugel? 

114. Um jroei fid^ von aufeen berül^renbe Kugeln mit ben §albmeffem R 
unb r ift ein Kegel befc^rieben. Seftimme bie ©efamtoberfläd^e unb 
ben Snl^alt bc§ üon ben Kugelfläd^en unb bem berül^renben Kegelftumpf = 
mantel begrenzten Körperä. 

115. Sine Kugel t)om §albmeffer R mirb burd^ eine &bcnt fo gefd^nitten, 
bafe fid^ bie 2^eile ber Kugelfläd^e t)erinalten wie m : n. 2Bie gro^ finb 
bie S^^ölte ber gugel^örigen Kugelabfd^nitte? 
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116. Ucber einem ©ro^freiö bet Äugel t)om ^^albmeffer R fielet eine Äuge^ 
fd^id^t, beren Irumme Cberfläc^e gleid^ ber ^läd^e beä ®rof;freifes ift. 
SBeld^eä 3SoIumen ^at bie ©d^ic^teV 

117. ^n roeld^em 2l6ftanb mufe gu einem ©ro^freiä einer Äuget t)om ^alb^ 
meffer R eine ^arallelebene gelegt werben, bamit bie entflel^enbe gone 
qmal fo groJ5 wirb a(ö ber 5Kantet beö abgeftumpften Äegelö, ber mit 
ber S^nt beibe ©runbfläd^en gemein l^at? 

118. 9Bie gro^ ift ber §albmeffer einer eifernen Äuget von p kg ©eroic^t, 
bamit biefetbe a cm tief in SHuerffitber (2)ici^te s) eintaud)t? 

119. ßine gerabe quabratifd^e "ip^ramibe huxd) eine @bene, meiere burd^ eine 
©runbfante getegt mirb, ju halbieren. 

120. lieber einem Sled^tedf t)on ben Seiten a m unb b m ift Äieä aufge« 
fd^üttet, oben mit einer bem 3led}terf paratteten Äante c in. 2)ie $öl^e 
beS §aufenö ift h m. @efud()t ber 9tauminl^att. 

121. @in gerabeS, fd^iefabgefc^nitteneä breifeitiges $riäma alä Unterfd^ieb 
eines geraben breifeitigen ^rismaö unb einer »ierfeitigen ^pramibe ju 
bered^nen auö ber ©runbftäd^e G qcm unb ben Seitenfanten a, b, c cm. 

122. SBie grojs ift ber 2)ad^raum eines §aufe§, baS a m lang, b m tief ift, 
beffen 2)ad)firft c m fang ift (c < a) , menn bie Dad^fläc^en in i^r 
einen SEBinlet von 60 <> bilben? 

123. Serec^ne baö 3SoIumen eineä regutären breifeitigen ^^riämatoibä Don ber 
©runbfante a unb ber §ö^e h unb beftimme ben Unterfd^ieb bejügtid^ 
beS über berfetben ©runbftäd^e errichteten gteid^ l^ol^en ^riämaS. Se^ 
rechne bie 3KantetfIäd^e biefeS ^ßriämatoibä. 

124. 35aS ©emid^t eines DbetiSfen auS Sanbftein (2)id^te s) ju beftimmen, 
beffen ©runbftäd^e ein Ouabrat mit ber Seite a cm, beffen 3)edffläd^e 
ein Sled^tedf t)on ben Seiten b cm unb c cm ift, menn bie ^'6f)c h cm 
beträgt. 

125. 35eftimme baS ©emidjt eines h cm l^oI)en ÄeitS (2)id^te s), beffen 
Orunbftäd^e ein Quabrat t)on ber Seite a cm, beffen Sd^neibe parallel 
unb gteid^ einer 2!)iagonate ber ©runbftäd^e ift. 

126. SDaS SSoIumen einer betiebigen breifeitigen ^pramibe ju beftimmen auS 
Ijmei ©egenfanten a unb b, il^rem äöinfet cp unb i^rer fürgeften dnU 
fernung k. 

127. 8ered^ne baS SSotumen eines regutären XetraeberS atS 2)oppeIfeiI mit 
ben beiben Sd^neiben a cm (frpftattograpl^ifd^e Stellung). 

128. 93ered^ne ein reguläres Cftaeber, baS auf eine feiner Seiten^äd^en ge- 
ftettt ift, als ^?5riSmatoib. 

129. 3ic)^t man im regulären Dobefaeber (t)on regulären ^ünfedfen umgrenjt) 
biejenigen 35iagonalen ber Seitenftäd^en , bie ben .i^auptad^fen parallel 
finb, fo fdfiliefeen biefetben einen SBürfet ein, über beffen ^läd^en fd^ief 
abgefd^nittene breifeitige ^riSmen liegen. §iernad^ baS SJolumen ju 
bered^nen. 
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130. ®a§ reguläre S^oföeber läjjt fic^ betrad^ten atg bie ©umme eines 
^rtSmatoibS über regulärer fünffettiger ©runbfläd^e unb jroeier regulärer 
fünffeitiger ^ßpramiben. ^iernac^ baä SBolumen ju berechnen. 

131. 35ttS reguläre Sll^ombenbobefaeber von bem einbefc^riebencn SEBürfel bejm. 
Dftaeber auSgel^enb ^n bered^nen. 

132. 3Serbinbet man bie 3Jlitten fämtlid^er Äanten eineä regulären XetraeberS 
ber SReil^e nad), fo finb biefe Strecfen bie Äanten eineä regulären Dfta^ 
eberS. SSergleid^e bie SSolumina beiber Körper. 

133. ©efud^t ber ^n^alt eineä Dbeliäfen, beffen §öl^e h cm ift, roenn bie 
©runbfläc^en longruente, fid^ red^troinflig freujenbe Sted^tedfe t)on ben 
Seiten a unb b finb. 

134. ^n einer breifeitigen ^i^ramibe, beren ©runbfläd^e tin red^troinlligeä 
3)reiedf ift, ftel^t eine ©eitenfante auf ber Orunbfläd^e im ©d^eitel beä 
rechten SBinfclä fenfred^t. ^n meld^em 3Serl^ältniä mirb bie ganje 
^pramibe burd^ eine @bene geteilt, bie fenfred^t jur ©runbfläc^e unb 
parallel ber ^^potenufe berfelben fo gelegt ift, ba^ bie Äatl^eten 
l^albiert werben? 

135. 2Bo liegt ber ©dfimerpunft einer me^rfeitigen ^^ramibe, menn man 
bemerft, ba^ berfelbe einerfeitö auf ber t)on ber ©pi^e nad^ bem Sd^mer« 
punft ber ©runbfläd^e fülirenben ©d^merlinie ber ^pramibe, anbererfettS 
in ber ©bene liegen mu^, in meld^er bie ©d^merpunfte fämtlid^er burd^ 
2)iagonalfd^nitte erzeugten breifeitigen S^eilp^ramiben liegen? 

136. 3^eilt ein 5ßarallelfd^nitt jur ©runbfläd^c bie ^öf)t eineä ^ßpramibens 
ftumpfä im 3Serl^ältni§ \/G : I/G^, fo ba^ ber größere 2lbfd|nitt an bie 
größere ©runbfläc^e ftöjjt, fo ift bie Schnittfläche S = l/ÖG^ Stette 
baö 38olumen beä ^pramibenftumpfä als Summe breier ^^ramiben bar. 

137. 2Bie wirb eine reguläre quabratifd^e ^pramibe oon einer @bene geteilt, 
bie burd^ eine ©runbfante fo gelegt ift, ba^ bie gegenüberliegenben 
Seitenfanten nad^ bem golbenen Sd^nitt geteilt finb? 

138. SBerben jmei Äörper t)on oerfd^iebener §öl^e von jebem ^aar ©benen, 
meldte ju ben bejüglid^en §öl^en fenlrec^t finb unb biefelben im näm^ 
lidien 3Serl^ältniö teilen, nad^ gleid^en Sd^nittftäd^en gefd^nitten, fo 
perl^alten fid^ bie Slauminl^alte beiber Körper mie il^re ^öl^en. 

139. ©in t)on gmei parallel liegenben Slec^tedfen mit ben Seiten a m unb 
b m bejm. a' unb b' unb t)on x)ier feitlid^en 2lrapejen begrenzter 5ßonton 
oon ber §öl^e h m miegt p kg unb fd^mimmt im Sßaffer mit ber 
größeren ©runbfläd^e nad^ oben. 3Jlit mie oiel kg barf man il^n 
l^öd^ftenS belaften? 

140. äöirb tin Äreiäabfc^nitt um einen beliebigen, il^n nx6)i fd^neibenben 
2)urd^meffer feineä ilreifeä gebrel^t, fo entfte^t ein Umbrel^ungälörper, 
roeld^er fid^ ju ber über ber Seltne alä 2)urd^meffer befd^riebenen Äugel 
tjerl^ält mie bie §öl^e beä oon ber Seltne befdiriebenen ÄegelrumpfS 
§ur Seltne. 
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141. Sinb 8 uttb s' bie aSerbinbungäftrccfcn beS einen ©nbpunftd eine« in bcr 
3!)edffIoci^e einer Äugelj^one gezogenen ©urd^mejferä mit ben .©nbpunften 
bed gu il^m parallelen ^urc^mefferS ber @runbf(äcl^e, fo ift ;rss' bie 
gefrümmte ^läd^e ber 3o«c- 

142. 2ßie gro^ ift ber 3WanteI eined Äegelftumpfö, ber einer Äugel um- 
fd^rieben ift, wenn bie Seitenlinie s ift? 

143. ®re^t man ein beliebiges 3)reiecf um eine feiner ©d^roerlinien als 2ld^fe, 
fo befd^reiben bie beiben Steile beä ©reiedfS gleid^gro^e UmbreJ^ungS- 
lörper. 

®ie Si^^ölte ber brei burc^ SDrc^ung um bie brei ©c^roerlinien 
erzeugten Slotationäförper perl^alten fid^ wie bie rejiprolen 2Berte ber 
Sd^roerlinien. 

144. @in reguläres ©ed^Sedf r>on ber Seite a cm rotiere a) um einen großen 
2)urd^meffer, b) um eine Seite. Sered^ne ^nl^alt unb Oberfläche ber 
entftel^enben Äörper. 

145. atn gmei ©dfen A unb B eines gleid^feitigen DreiedfS mit ber Seite a 
finb aus bem ^reied^ i^mei gleite fid^ berül^renbe ^reisfe^tanten auS^ 
gefd^nitten. Sered^ne bie Dberfläd^e unb baS 3Solumen beS ÄörperS, 
ber burd^ Umbre^ung ber Sleftfläd^e a) um bie Seite AB, b) um bie 
^'öf)t beS gleid^feitigen 2)reiedEs, bie gcmeinfd^aftlidf)e 2^angente ber 
Sextanten, entfielet. 

146. 6in gleid^feitigeS 2)reiedf rotiert um eine 2ld^fe, roeld^e burd^ eine @dfe 
gel^t unb ber 2)reiedfSebene angel^ört. ©efuc^t Dberfläd^e unb SSolumen 
beS Umbrel^ungSförperS. ^r meldte Sage ber Std^fe werben beibe ein 
3Jlaj:imum ober 5Dlinimum? 

147. Ueber ber ^ppotenufe unb ben Äatl^eten eines red^tminflig gleid^fd^enl-- 
ligen 3)reiedfs befc^reibe man §albfreife, ben über ber ^^potenufe nad^ 
innen, bie anberen nad^ aufeen. Sie monbförmigen ^Jiguren rotieren 
um bie ^ppotenufe. ©efud^t Dbcrfläd^e unb SSolumen beS SRotationS^ 
förperS. 

148. 3n ein SRotationSeHipfoib ben .HreiScplinber oom größten SSolumen ^u 
legen. 

149. 3)eSgIeid^en ben größten (Splinber, beffen ©runbfläd^e eine ©Iltpfe ift. 

150. Um einen geraben ß^linber mit ^albmeffer r unb ^öl^e 21i baS fleinfte 
SlotationSeCipfoib ju legen. 

151. denjenigen ßplinber ^n errid^ten, um toelc^en baS fleinfte 3lotationS= 
eHipfoib eine Äugel wirb. 

152. Um bie ©nbpunfte ber fürjeren 3)iagonale eines SRl^ombuS oon ber 
Seite a unb bem fpi^en Söinlel 60 ® finb mit ber Seite a unb um bie 
beiben anberen ©dfpunfte mit ber boppelten Seite 2 a Kreisbögen be^ 
fd^rieben, bie ein eHipfenäl^nlic^eS Doal miteinanber einfd^lie^en. Se- 
ftimme bie 3^^)^ölte ber burd^ 2)rel^ung bicfeS Doats um bie eine unb 
x\m bie anbere feiner 2lc^fen entftel^enben SlotationSförper. 
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153. ^cftimmc baä 3SoIumcn eines ßieS, bag burd^ Stellung eines an^ einem 
^albfreiS oom ^albmeffer a unb einer §albeffipfe mit ben §al6ad^fen a 
unb b > a gebilbeten Dt)ate um bie größere *2ld^fe entfielet. 

154. Sefd^teibe um bie ©pi|e eines gleid^fd^enflig ted^tminlKgen 3)reie(fS 
ben Ouabranten über ber ^^potenufe 2 a unb über ben Äatl^eten bie 
^albfreife na6) au^en. SSeftimme baS SSolumen beS SRotationälörperS, 
ber entfielet, wenn bie t)on biefen Greifen umfd^Ioffene ^täci^e jtd^ um 
bie §öl^e beS reddiroinlligen 35reiecfS brcl^t. 

155. 35iefelbe 3lufgabe, nur nel^me man ftatt beS Ouabranten bie il^n jum 
ÄreiS ergän§enben brei anberen Cluabranten. 

156. Sefd^reibe um bie (SdEpunlte ber ©runbfeite eines gleid^fd^enlligen 
35reiec!s mit bem SBinfel 36° an ber ©pi^e bie ju ben SBinfeln ber 
©runbfeite gel^örigen Seftorbögen t)om ^albmeffer a gleid^ ber l^alben 
©runbfeite unb oerbinbe il^re burd^ bie Sd^enlel beS SireiecfS be^ 
ftimmten ßnbpunite burd^ ben um bie ©pi^e beS ^reiedfs befd^rie^ 
benen aufeerl^atb beSfelben liegenben Kreisbogen, ©efud^t baS SSotumen 
beS Umbrel^ungSlörperS , ber entfielet, wenn bie von biefen ÄreiS^ 
bögen umfd^Ioffene ^läd^e fid^ um bie §öl^e beS gleid^fd^enfligen ©rei^ 
edfS brel^t. 

157. 3)aS 3So(umen beS groifd^en bem ©runbfreis unb einem SBed^felfd^nitt 
liegenben ©tütfeS eines ß^linberS ^u finben auS bem §albmeffer beS 
©runbfreifeS r unb ber'§öl^e h beS 3KitteIpunftS beS SBed^felfd^nittS. 

158. ©in Äegel t)om ©runbfreisl^albmeffer r ift burd^ einen SBed^felfd^nitt 
abgeftumpft. 3)aS SSoIumen beS ©tumpfs ju finben, menn r' ber ^alb^ 
meffer beS SEBed^felfd^nittS unb h ber 3lbftanb feines ©d^nittpunltS mit 
ber 3KittelKnie t)on ber ©runbfläd^e ift. 

159. Sine Äugel t)om §albmeffer R wirb von einem ß^Iinber burd^brungen, 
in meld^em eine SJfantellinie ein Äugelburd^meffer, bie biametral gegen? 
überliegenbe jum 5ßunft jufammengefd^rumpft ift. SBie gro^ ift bie 
erzeugte ^öl^Iung? 

160. Um meldte ©trerfe ift eine ©eitenfante eines regulären breifeitigen 
geraben ^ßriSmaS ju t)erlängern, bamit bie burd^ ben ©nbpunft unb bie 
gegenüberliegenbe Äante ber ©runbfläd^e gelegte ®bene baS SSotumen 
beS ^Prismas im SSerl^ältniS m : n teilt. 

161. parallel bem ©urd^meffer 2r eines §albf reifes eine ©el^ne ju giel^en, 
bamit, bei Umbrel^ung um ben Siurd^meffer, ber oom ©egment be^ 
fd^riebene SRing bem Körper raumgleid^ werbe, ber baS über ber ©el§ne 
als ©runbfeite ftel^enbe gleid^fd^enflige ^reiedf, beffen ©pi^e ber Kreis? 
mittelpunft ift, gur erjeugenben ^läd^e l^at. 

162. 5Die ©runbfreife eines geraben ß^IinberS berül^ren bie fed^S SBürfet? 
fläd^en in beren 3JlitteIpun!ten. 3Sergleid^e bie SSoIumina unb Ober? 
fläd^en beiber Körper. 
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163. 3« ein DItacber finb groei ß^linber cinbcfd^ricbcn. S)er eine berül^rt 
mit feinen ©runblteifen bie Dltaeberfläci^en in beten SKittelpunften, ber 
anbete in ben 9Ritten bet §öl^en, bie in bcn feitlid^en SJteiedfen von 
ben ©pi|en beä DftaebetS ausgesogen jtnb. SSetgleic^e beibc ßpKnbet 
bejüglid^ il^tet Dbetpäd^en unb Snl^alte. 

164. 2luf bem S5oben eines SBütfelS liegen t)iet gleid^gto^e Äugeln, beten 
jebe btei SBütfelfläd^en unb bie beiben Slad^batfugeln betül^tt. 3luf 
il^nen tul^t eine fünfte Äugel, roeld^e bie 3)ecff(cic^e betül^tt. SSetgleid^e 
il^t 3Solumen mit bem bet anbeten Äugeln. 

165. 3n einem SBütfel liegen jroei gleid^e Äugeln, t)on benen jebe bie anbete 
unb je btei SBütfelfläc^en betül^tt. Setgleid^e il^t Solumen mit bem^ 
je'nigen bet umfc^tiebenen Äugel beS äBütfelS. 

166. ^n einem teguläten S^ettaebet t)on bet Äante a liegen üiet gleid^e 
Äugeln, bie fid^ unteteinanbet unb je btei ©eitenfläd^en betül^ten. 3« 
bem 9laum ijroifci^en biefen t)iet Äugeln befinbet fid^ eine weitete Sc^ 
tü^tungSfugel unb um bie t)iet etften Äugeln eine Uml^üllungSfugel. 
Setgleid^e bie S^^^ölte biefet Äugeln mit bemjenigen bet einbefd^tiebenen 
unb umfd^tiebenen Äugel beS 2^ettaebetS. 



»etic^tigung. 2)er in gig. 79 mit ß beaeid^nete aBinfel ift nid^t bet gegebene, 
fonbetn muf; gemä^ 92 b etft etmittelt roetben a(S Slu^enwinf el eincä butd^ bie Seitens 
!ante, i^te H.P. unb ben ©egenwinfel betfelben, bcn geg. 9Binfel <^ ß, beftimmten S^teiecfä. 
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^dttflg ieixau^te ^a^tentoevie. 



X- 2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


l/x = 1414 


1,732 


2 


2,236 


2,449 


2,646 


2,828 


3 


3,162 


l^- 1,260 


1,442 


1,587 


1,710 

• 


1,817 


1,913 


2 


2,080 


2,154 



K = 3,1416 — = 0,3183 



Tt2 = 9,8696 



1^ 

ic2 



= 0,1013 



I/tt = 1,7724 \^TC = 1,4646 

\/— = 0,5642 1/ — = 0,6828 



$afeC 5et pic^fen (fpesiflfc^e ^emic^fe). 



3ßaffcr 

5BIci 

®ifcn (@u^s) . . . 
©ifen (©d^mieb--) 
(Sias (gemein) . 
(älaä (ÄrpftaU) . . 

Oolb 

Kranit 

$oIa (Äor!) . . . 
$oIa (tannen, trorfen) 



1 

IM 
7,25 

7,8 
2,6 
3 

19,5 
3 

0,25 
0,5 



§olj (eid^en, trorfen) 0,8 

Äupfer 8,8 

3Karmor 2,7 

3Kefftng 8,4 

«ßlattn 21,5 

Duecffilber 13,6 

©ilber 10,5 

(Sanbftein . 2,5 

Sin! 7,2 

Sinn 7,3 



^xmenfionen bet $tbe. 

3)te 6rbe alö Spl^äroib (SlotationSettipfotb) bettad^tet, ift 

2)ie l^albe gro^e 2ld^fe (§albmeffer beä Slequatorö) = 6377400 m 

2)ie l^albe fCeine Sld^fe = 6356100 , 

2)er galbmeffer ber raumgleid^en ©rbfugel . . . = 6370280 , 

a)er 3Äeribianquabrant = 10000860 « 

®in aWeribiangrab l^at ungefäl^r bie Sänge . . . = 111 km 

1 ^ 
®ine geograp^ifd^e 9Kei(e = — r- beg Slequatorä . = 7420,5 m 



^rud bcr Union 2)cutfci)c aScrlaQSflcfellfc^att in ©tuttgart. 
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